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Fenómeno de Bohr y sumabilidad para funciones en el cubo Booleano

Resumen

Esta tesis tiene como objetivo estudiar el comportamiento de los coeficientes de Fourier
para funciones a valores reales con dominio en los vértices de un cubo n-dimensional en
términos de la norma uniforme. Nuestra motivación proviene de la teoŕıa hecha en el análi-
sis complejo, particularmente para polinomios complejos en varias variables. Realizamos
constantemente este paralelismo a lo largo del trabajo y observamos una notable similitud
con los resultados, pero también ciertas diferencias que traen como consecuencia nuevas
técnicas y preguntas.

Probaremos que la constante de Bohnenblust-Hille para funciones Booleanas de grado
d está acotada superiormente por una constante absoluta con exponente

?
d log d.

Definimos el concepto de radio de Bohr en este contexto y estimamos el comportamiento
asintótico del mismo para varias subclases de funciones sobre cubos Booleanos finitos,
como por ejemplo: la clase de todas las funciones reales, la subclase de todas las funciones
homogéneas y por último la clase de aquellas funciones en que la esperanza se mantiene
muy por debajo de la norma uniforme.

Por último, estudiaremos las desigualdades hipercontractivas, las mismas cumplen un
rol fundamental en los conceptos mencionados.



Introducción

Las funciones Booleanas son quizás el objeto de estudio más básico en informática
teórica, y el análisis de Fourier se ha convertido en una herramienta indispensable en este
campo. El tema también ha desempeñado un papel clave en otras áreas de la matemática,
desde la combinatoria, la teoŕıa de grafos aleatorios y la f́ısica estad́ıstica, hasta la geometŕıa
Gaussiana, los espacios métricos/de Banach y la teoŕıa de la elección social.

Generalmente (dependiendo el contexto) este tipo de funciones tienen el siguiente as-
pecto f : t0, 1un Ñ t0, 1u que asigna cada vector binario de longitud n, o cadena, en un
solo valor binario, o bit. Por lo general hay varias maneras de representar los bits. A veces
se escribe verdadero y falso; a veces -1 y 1, considerados como números reales. Otras veces
0 y 1, también como elementos del cuerpo F2 de tamaño 2, o simplemente como śımbolos.
Nosotros usaremos en la totalidad del trabajo el -1 y 1, por tanto una función Booleana se
verá como f : t˘1un Ñ t˘1u.

Aqúı hay algunos ejemplos de aplicaciones:

En el diseño de circuitos, una función Booleana puede representar el comportamiento
deseado de un circuito con n entradas y una salida.

En combinatoria extrema, una función Booleana f puede identificarse con un “sistema
de conjuntos” F en rns “ t1, 2, ..., nu, donde los conjuntos X Ă rns se identifican con
sus indicadores 0´ 1 y X P F si y solo si fpXq “ 1.

En la teoŕıa de codificación, una función Booleana podŕıa ser la función indicadora
para el conjunto de mensajes en un código binario de corrección de errores de longitud
n.

En la teoŕıa del aprendizaje, una función Booleana puede representar un “concepto”
con n atributos binarios.

En la teoŕıa de elección social, una función Booleana se puede identificar con una
“regla de votación” para una elección con dos candidatos llamados 0 y 1.

El dominio de una función Booleana t˘1un se lo suele llamar cubo de Hamming o
hipercubo, cubo Booleano o cubo discreto. El nombre “cubo de Hamming” enfatiza que
a menudo estamos interesados en la distancia de Hamming entre cadenas x, y P t˘1un,
definido por

∆px, yq “ #ti : xi ‰ yiu.

v
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Si suponemos que se tiene un problema relacionado con las funciones Booleanas con alguna
de las siguientes dos caracteŕısticas:

la distancia de Hamming es relevante;

se está contando cadenas, o en donde está involucrada la distribución de probabilidad
uniforme en t˘1un;

entonces puede ayudar el análisis de las funciones Booleanas. En términos generales, esto
significa obtener información sobre las funciones mediante el análisis de su expansión de
Fourier.

La expansión de Fourier de una función Booleana f : t˘1un Ñ t˘1u es simplemente su
representación como un polinomio real, tetraedral (tetraedral significa que ninguna variable
xi aparece al cuadrado, en cubos, etc.) por ejemplo, suponga que n “ 2 y f “ max2, la
función “máximo” en 2 bits:

max2p`1,`1q “ `1,

max2p`1,´1q “ `1,

max2p´1,`1q “ `1,

max2p´1,´1q “ ´1.

Entonces max2 se puede representar como un polinomio tetraedral,

max2px1, x2q “
1

2
`

1

2
x1 `

1

2
x2 ´

1

2
x1x2.

Podemos obtener esta representación polinomial tetraedral para cualquier función Boolea-
na arbitraria y podemos generalizar el concepto al caso más general que son las funciones
Booleanas a valores reales f : t˘1un Ñ R. De hecho, lo que termina ocurriendo es que
podemos representar estas últimas funciones como una suma de polinomios tetraedrales.
El polinomio tetraedral para f puede tener hasta 2n términos, correspondiente a los sub-
conjuntos S Ă rns. Escribimos los monomios para cada S como:

xS “
ź

iPS

xi pcon xH “ 1 por convenciónq,

que suelen llamarse funciones de Walsh y encontrarse con otra notación χS , para todo
S Ă rns. En cuanto a los coeficientes de f , tenemos:

f̂pSq “ coeficiente del monomio xSen la representación polinomial de f.

Obteniendo aśı para toda f : t˘1un Ñ R una única expresión como un polinomio tetraedral

fpxq “
ÿ

SĂrns

f̂pSqxS . (1)

Esta expresión se llama expansión de Fourier de f (o también Fourier-Walsh), y el número
real f̂pSq se llama coeficiente de Fourier de f en S. Colectivamente, los coeficientes se
conocen como el espectro de Fourier de f .
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Con todo este desarrollo es bastante natural definir la noción de grado para una función
f : t˘1un Ñ R. Decimos que f tienen grado d si f̂pSq “ 0 para todo S Ă rns tal que |S| ą d,
i.e., el espectro de Fourier se concentra en niveles menores o iguales a d. Decimos que f es
d-homogénea si cumple que f̂pSq “ 0 con |S| ‰ d, i.e., el espectro de Fourier se concentra
en el nivel d.

La magńıfica expresión polinomial de las funciones Booleanas a valores reales motivó
que se pueda estudiar la sumabilidad de los coeficientes de Fourier en comparación con la
norma uniforme de la función. Estas ideas provienen del análisis complejo, más precisa-
mente lo que se conoce como el estudio del radio de Bohr.

La historia del radio de Bohr comienza a principios del siglo XX junto al desarrollo de
la teoŕıa de holomorf́ıa en infinitas variables. Bajo esta atmósfera Harald Bohr encuentra
un profundo v́ınculo entre las series de potencias en infinitas variables con las series de
Dirichlet. Las regiones de convergencia, convergencia absoluta y uniforme de las series de
Dirichlet definen semiplanos en el plano complejo. Bohr estaba principalmente interesado
en controlar la región de convergencia absoluta de cada serie. Para esto se concentró en
particular en hallar el ancho de la banda más grande en que una serie de Dirichlet puede
converger uniformemente pero no absolutamente. A esta cuestión se la conoce como pro-
blema de convergencia absoluta de Bohr. Este ciclo de ideas llevó a Bohr a preguntarse si
era posible comparar el valor absoluto de una serie de potencias en una variable con la
suma de los valores absolutos de sus coeficientes. Como respuesta, logró demostrar:

Teorema 0.0.1. (Bohr) El radio r “ 1{3 es el valor óptimo para el cual se verifica la
desigualdad:

ÿ

kě0

|cr|r
k ď sup

zPD

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

kě0

ckz
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

para toda función holomorfa fpzq “
ř

kě0 ckz
k en el disco con supzPD |fpzq| ă 8.

El problema de convergencia absoluta de Bohr fue resuelto 20 años más tarde por
Bohnenblust y Hille, ellos mostraron en [BH31] que el ancho máximo de dicha banda es 1

2 .
Usando la descomposición de Taylor en polinomios homogéneos para funciones holomorfas
e inspirados en la desigualdad 4{3 de Littlelwood logran traducir el problema planteado por
Bohr en el estudio de ciertas desigualdades que relacionan la sumabilidad de los coeficientes
de polinomios homogéneos con su norma uniforme en la bola `8. Aśı prueban que para
cualquier polinomio m-homogéneo en n variables complejas P “

ř

α1`...`αn“m
aαpP qz

α,

vale que la m`1
2m -norma de los coeficientes de P se acota superiormente con el producto

de Cm ą 0 y la norma uniforme de P en la bola `8, donde la constante Cm ą 0 es una
constante independiente de la cantidad de variables n. Este tipo de constantes adquirió
el nombre de constantes de Bohenblust-Hille (al igual que la desigualdad) y se estudió el
crecimiento asintótico en función de m, el grado de homogeneidad de los polinomios.

En 1989, bastante tiempo después, se retoma el estudio del Teorema de Bohr 0.0.1
en [DT89], generalizándolo y conectándolo con nociones de la teoŕıa local de espacio de
Banach. Comienza un estudio sistemático de lo que se conoce como radio de Bohr n-
dimensional. Dada alguna norma sobre Cn, es decir X “ pCn, } ¨ }Xq, se estudia la variante
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del problema de Bohr que proviene de reemplazar al disco unidad por la bola de X. Se
busca aśı el mayor radio r ą 0 tal que para toda función holomorfa en la bola de X de la
forma fpzq “

ř

αPNn0
aαpfqz

α valga

sup
}z}Xăr

ÿ

αPNn0

|aαz
α| ď sup

}z}ď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

αPNn0

aαpfqz
α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

A este radio maximal se lo llama radio de Bohr de la bola de X y se lo nota KpBXq. De
este modo podemos decir que el resultado de Bohr se traduce como KpDq “ 1{3. Vale
comentar que para la bola de ningún espacio con dimensión más grande que uno, se sabe
el valor preciso del radio de Bohr. Los avances en este campo están ligados a entender
el comportamiento asintótico de este radio para las bolas de ciertos espacios cuando su
dimensión tiende a infinito.

Como ya mencionamos las constantes de Bohnenblust-Hille fueron de total importancia
en los avances de teoŕıa de series de Dirichlet. Ron Blei probó en [Ble01] que para todo
d ď n existe una constante Cpdq ą 0 tal que para cada función Booleana f : t˘1un Ñ R
de grado d se tiene

¨

˝

ÿ

SĂrns,|S|ďd

| pfpSq|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď Cpdq}f}t˘1un , (2)

y este exponente 2d
d`1 es óptimo, en el sentido que no se puede reemplazar el factor Cpdq por

una constante independiente de n para exponentes menores. La mejor constante posible
Cpdq es denotada por

BHďd
t˘1u.

La desigualdad (2) es la versión Booleana análoga a la desigualdad para polinomios comple-
jos ya comentada. La misma afirma (con esta notación) que para todo d existe una constante
(la mejor) BHďdT tal que para todo polinomio complejo de grado d, P pzq “

ř

αPNn0 ,|α|ďd
aαz

α

con n variables complejas z1, ..., zn cumple

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|ďd
| aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď BHďdT }P }Tn ; (3)

donde el exponente 2d
d`1 no se puede mejorar (en el mismo sentido que antes). Originalmente,

este resultado fue probado para los polinomios homogéneos de grado d. Podemos entonces
denotar la constante en este caso como

BH“dT ,

junto a un truco básico de homogeneización se puede demostrar que

BH“dT “ BHďdT . (4)
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En años recientes la constante de Bohnenblust-Hille BHďdT tuvo un estudio intensivo. La
demostración original de (3) y sus mejoras dan estimaciones superiores que son esencial-

mente de orden
?
d
d
, pero en [DFOC`11] se probó que BHďdT crece como mucho

?
2
d
, luego

esto se mejoró en [PSS14] donde los autores muestran que existe una constante absoluta
C ą 0 tal que

BHďdT ď C
?
d log d. (5)

Por lo tanto, la constante BHďdT crece subexponencialmente con respecto al grado d. En
particular esto implica que

ĺım sup
dÑ8

d

b

BHďdT “ 1. (6)

Ahora nos preguntamos cómo es el crecimiento asintótico de BHďd
t˘1u como función de d, tal

que para cada n P N el grupo Tn es reemplazado por el grupo t˘1un. Tenemos el siguiente
resultado análogo:

Teorema 0.0.2. Existe una constante absoluta C ą 0 tal que para cada d P N

BHďd
t˘1u ď C

?
d log d,

en particular, ĺım supdÑ8
d

b

BHďd
t˘1u “ 1.

Uno de los objetivos de esta tesis es recrear la demostración de este resultado, además
de comentar algunas aplicaciones y preguntas abiertas que se relacionan con estas ideas.
El otro objetivo es hacer un estudio śımilar al radio de Bohr pero en el contexto Booleano,
es decir estudiar el radio Booleano para distintas familia de funciones f : t˘1un Ñ R.

Vale destacar que estos trabajos fueron realizados recientemente por Andreas Defant,
Mieczyslaw Mastylo y Antonio Pérez, podemos encontrarlos en [DMP19] y [DMP18].

Con respecto al estudio del radio Booleano comenzaremos con la familia más grande
posible, calcularemos exactamente el radio Booleano de todas las funciones en el cubo n-
dimensional t˘1un a valores reales, obteniendo un 2

1
n ´ 1 como resultado. Si observamos

el caso análogo, es decir, el radio de Bohr de todos los polinomios complejos en el toro
n-dimensional sabemos que sólo se conoce el valor exacto para n “ 1. Por lo tanto, la
comparación que podemos realizar entre estos es una comparación asintótica .

También estudiaremos los radios Booleanos para las familias de funcionesm-homogéneas
Bn“m y homogéneas Bnhom en t˘1un. Demostraremos que para cada 1 ď m ď n existe Cm
(independiente de n) tal que

C´1
m n

1
2m

ˆ

n

m

˙´ 1
2m

ď ρpBn“mq ď Cmn
1

2m

ˆ

n

m

˙´ 1
2m

,

donde además ĺımmCm “ 1. La demostración de la acotación inferior se basa en el uso
de la desigualdad de Bohnenblust-Hille mientras que la estimación superior requiere de un
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argumento probabiĺıstico del tipo Kahane-Salem-Zygmund. El hecho que Cm converge a
uno es la llave para probar

ρpBnhomq “

c

log n

n
p1`Op1qq.

También haremos la comparación con el radio de Bohr de todos los polinomios complejos m-
homogéneos en varias variables K“m

n y el radio de Bohr de todos los polinomios homogéneos
complejos Khom

n .

La siguiente familia para estimar el radio Booleano será de todas las funciones de
grado d en t˘1un, el cuál denotaremos ρpBnďdq. El resultado (menos preciso que el caso
homogéneo) afirma que para cada 1 ď d ď n, existen constantes cd y Cd (independientes
de n) tal que

cd
1

n
1
2

ď ρpBnďdq ď Cd
1

n
d´1
2d

.

La demostración de la acotación inferior requiere una desigualdad para funciones en t˘1un

que podŕıa ser de interés independiente, y afirma lo siguiente: si f : t˘1un Ñ R es una
función de grado d, entonces

˜

ÿ

S‰H

|f̂pSq|
2

¸
1
2

ď 2edp1´ |f̂pHq|q.

Por último estimaremos el radio Booleano de la familia de funciones f : t˘1un Ñ R
tal que |Erf s| ď p1´ δq}f}8, la misma denotaremos Bnδ . El resultado principal muestra la
existencia de una constante absoluta C ą 0 tal que para todo n P N y 1

2n ď δ ď 1

C´1 1
?
n
b

logp2
δ q

ď ρpBnδ q ď C
1

?
n
b

logp2
δ q

.

La demostración de la estimación inferior depende de la desigualdad hipercontractiva,
mientras que para la estimación superior realizaremos el estudio del radio Booleano de la
siguiente familia de funciones (del tipo threshold)

ψα,n : t˘1un Ñ R, ψα,npxq “ signpx1 ` ...` xn ´ αq, 0 ď α ă n.

Probaremos que existe una constante C ą 0 tal que para todo 0 ď α ď n

C´1 1

α`
?
n
ď ρpψα,nq ď C

1

α`
?
n
.

La estrategia de la prueba permite dar la precisión asintótica del radio Booleano de la
función mayoŕıa Majn “ ψ0,n para n impar, la misma es un clásico ejemplo en teoŕıa de
elección social.
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Por último, un factor común que podemos encontrar en el estudio de estas ideas es la
comparación de las p-normas para funciones Booleanas a valores reales para distintos valo-
res de p, con ésto se logran muchos de los pasos relevantes para la distintas demostraciones
del trabajo. La norma p-ésima en este contexto es

}f}p “ Er|fpxq|ps
1
p .

Las desigualdades que realizan esta tarea son conocidas comúnmente como desigualdades
hipercontractivas. Se puede encontrar un largo camino en la historia de las mismas. Sus
ráıces más tempranas están en el trabajo de Paley [Pal32] de 1932, que usando un teore-
ma de interpolación probó que se puede comparar la norma 2 con la norma p P R` para
funciones Booleanas homogéneas de grados 2 a valores reales. En 1968 Bonami en [Bon68]
prueba que para funciones de grado k, se tiene }f}q ď ck

?
q}f}2 para todo q ě 2. Indepen-

dientemente en 1969, Kiener publicó en su tesis doctoral [Kie69], la extensión del resultado
de hipercontractividad de Paley que afirma que si f : t˘1un Ñ R es k-homogénea entonces
cp,k}f}2 ď }f}p ď Cp,k}f}2 para todo p P R`.También de forma independiente en 1969,
Schreiber consideró en [Sch69] polinomios tetraedrales sobre una sucesión ortonormal x1,...,
xn de variables aleatorias reales (o complejas) centradas. Mostró que si f tiene un grado
como mucho k, entonces, para cualquier número entero par q ě 4, vale que }f}q ď C}f}2,
donde C depende solo de k, q y las normas q de los xi’s. En 1970, Bonami publicó en su
tesis doctoral [Bon70] el teorema de hipercontractividad completo:

Teorema 0.0.3. (Bonami) Sea f : t˘1un Ñ R y sean 1 ď p ď q ď 8. Entonces

}Tρf}q ď }f}q, para 0 ď ρ ď

c

p´ 1

q ´ 1
. (7)

Considerando la expansión de Fourier de f en (1), tenemos la expresión del operador
de ruido Tρ dada por

Tρfpxq :“
ÿ

SĂrns

f̂pSqρ|S|xS ,

con x P t˘1un. Si bien no veremos la demostración general, probaremos algunos casos
particulares con el fin de motivar/comentar las ideas que subyacen a estas desigualdades.
Tomamos como principal referencia el acabado libro de Ryan O’Donnell [O’D14].

Esta tesis está organizada de la siguiente manera.
En el Caṕıtulo 1 comenzaremos definiendo conceptos generales que serán útiles en

el desarrollo de la monograf́ıa. También estimaremos el comportamiento asintótico de la
constante de Bohnenblust-Hille para polinomios reales en el cubo real r´1, 1sn y además
comentaremos algunas propiedades de comparación de normas de polinomios sobre el to-
ro n-dimensional complejo Tn y el cubo real r´1, 1sn, que sirven como puente entre los
resultados del caso complejo y el caso Booleano.

En el Caṕıtulo 2 tenemos como objetivo principal demostrar que la constante de
Bohnenblust-Hille BHďd

t˘1u para funciones Booleanas de grado d (como indica el supráındi-

ce) se acota superiormente por una constante absoluta con potencia
?
d log d. Realizaremos
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primero la demostración para el caso homogéneo, es decir para funciones d-homogéneas,
con la idea de mostrar con mayor claridad los pasos de la prueba. En ambos casos segui-
remos la estrategia conceptual de la famosa desigualdad 4{3 de Littlewood, refinando los
argumentos. Finalizando el caṕıtulo comentaremos informalmente algunas aplicaciones y
preguntas abiertas. Como por ejemplo la famosa conjetura de Aaronson-Ambainis que de
ser cierta implicaŕıa preguntas abiertas como, por ejemplo, una famosa conjetura en teoŕıa
de información cuántica.

En el Caṕıtulo 3 estudiaremos el radio Booleano para distintas familias de funciones
f : t˘1un Ñ R. En todo momento haremos un paralelismo comparativo enunciando los
resultados análogos para el clásico caso complejo, es decir para polinomios complejos en
varias variables.

Para finalizar el trabajo escribimos el Caṕıtulo 4 con el objetivo de demostrar ciertas
desigualdades que usamos en los caṕıtulos precedentes. Además de que cada uno de los
resultados tienen un interés propio en si mismo, todos son fundamentales para el desarrollo
de estas ideas. En la primera sección simplemente se demostrará la famosa desigualdad
de Blei y en la última sección estudiaremos las desigualdades hipercontractivas. Si bien
los enunciados de estas últimas se pueden genealizar a otros espacios, nuestro estudio será
especificamente en el cubo Booleano t˘1un. Tendremos como fin mostrar las estrategias e
interpretaciones generales que se suelen hacer en este contexto.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Comenzaremos definiendo las nociones más básicas para el estudio de funciones en
el cubo Booleano t˘1un. Para una mayor información referimos a las fuentes [O’D08] y
[DW08], o el libro más extenso [O’D14].

1.0.1. Funciones Booleanas

En la introducción mostramos el desarrollo polinomial de la función máx2

máx2px1, x2q “
1

2
`

1

2
x1 `

1

2
x2 ´

1

2
x1x2.

Para obtener tales representaciones polinomiales en general podemos proceder de la siguien-
te manera. Dada una función Booleana arbitraria f : t˘1un Ñ t˘1u existe un método para
encontrar un polinomio que interpola los 2n valores que f asigna a los puntos t˘1un. Para
cada a “ pa1, ..., anq P t˘1un el polinomio indicador

1taupxq “

ˆ

1` a1x1

2

˙ˆ

1` a2x2

2

˙

...

ˆ

1` anxn
2

˙

,

toma 1 cuando x “ a y 0 cuando x P t˘1unztau. Entonces f tiene la siguiente representación
polinomial

fpxq “
ÿ

aPt˘1un
fpaq1taupxq.

1
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Ilustrando con el ejemplo f “ max2 nuevamente, tenemos

máx2px1, x2q “ p`1q

ˆ

1` x1

2

˙ˆ

1` x1

2

˙

` p`1q

ˆ

1´ x1

2

˙ˆ

1` x1

2

˙

` p`1q

ˆ

1` x1

2

˙ˆ

1´ x1

2

˙

` p´1q

ˆ

1´ x1

2

˙ˆ

1´ x1

2

˙

“
1

2
`

1

2
x1 `

1

2
x2 ´

1

2
x1x2.

Hacemos dos comentarios sobre este procedimiento de interpolación. Primero, funciona
igualmente bien en el caso más general de las funciones Booleanas a valores reales

f : t˘1un Ñ R.

Segundo, dado que los polinomios indicadores son tetraedrales cuando se expanden, la in-
terpolación siempre produce un polinomio tetraedral. De hecho, tiene sentido que podamos
representar funciones f : t˘1un Ñ R con polinomios multilineales: dado que sólo nos in-
teresan las entradas x donde xi “ ˘1, y cualquier factor de x2

i puede ser reemplazado por
1.

Tomemos una función f : t˘1un Ñ R. Una representación canónica de f se hace en
términos de las funciones de Walsh, que están definidas para S Ă rns “ t1, ..., nu como:

χS : t˘1un Ñ t˘1u,

χSpxq :“
ź

kPS

xk, x P t˘1un,

donde χHpxq :“ 1 para todo x P t˘1un. Vimos que para cada f : t˘1un Ñ R la expansión
de Fourier-Walsh es

fpxq “
ÿ

SĂrns

pfpSq
ź

kPS

xk “
ÿ

SĂrns

f̂pSqχSpxq, x P t˘1un. (1.1)

Es útil explorar esta idea desde la perspectiva del álgebra lineal. El conjunto de todas las
funciones f : t˘1un Ñ R forma un espacio vectorial V , ya que podemos sumar dos funciones
(punto a punto) y podemos multiplicar una función por un escalar real. El espacio vectorial
V es 2n-dimensional: podemos pensar a las funciones en este espacio vectorial como vectores
en R2n , donde apilamos los 2n valores de fpxq en un vector columna (en un orden fijo). A
continuación ilustramos la expansión de Fourier de la función máx2 con esta perspectiva

máx2 “

¨

˚

˚

˝

`1
`1
`1
´1

˛

‹

‹

‚

“
1

2

¨

˚

˚

˝

`1
`1
`1
`1

˛

‹

‹

‚

`
1

2

¨

˚

˚

˝

`1
´1
`1
´1

˛

‹

‹

‚

`
1

2

¨

˚

˚

˝

`1
`1
´1
´1

˛

‹

‹

‚

`´
1

2

¨

˚

˚

˝

`1
´1
´1
`1

˛

‹

‹

‚

. (1.2)
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En términos más generales, la expansión de Fourier muestra que cada función f : t˘1un Ñ R
en V es una combinación lineal de las funciones de Walsh; es decir, son un conjunto gene-
rador para V . Dado que el número de funciones de Walsh es 2n = dimV , podemos deducir
que de hecho son una base para V . En particular, esto justifica la unicidad de la expansión
de Fourier.

También podemos introducir un producto interno para el par de funciones f, g P V . El
producto interno habitual en R2n correspondeŕıa a

ř

xPt˘1un fpxqgpxq, pero es más conve-
niente reescalar esto por un factor de 2n, convirtiéndolo en un promedio en lugar de una
suma. De esta manera, una función Booleana f : t˘1un Ñ t˘1u tendrá xf, fy=1, es decir,
será un “vector unitario”.

Definición 1.0.1. Definimos el producto interno x¨, ¨y en el par f, g : t˘1un Ñ R por

xf, gy :“ 2´n
ÿ

xPt˘1un
fpxqgpxq “ Ex„t˘1urfpxqgpxqs.

Usamos la notación }f}2 “
a

xf, fy, más en general

}f}p “ Er|fpxq|ps
1
p .

Notar que hemos introducido la notación probabiĺıstica que se utilizará en gran medida
a lo largo del trabajo:

Escribimos x „ t˘1un para denotar que x es una cadena aleatoria (o vector aleatorio)
elegida uniformemente de t˘1un. De manera equivalente, las n coordenadas xi se eligen
independientemente para que sean +1 con probabilidad 1/2 y -1 con probabilidad 1/2.
Por lo general escribimos variables aleatorias en negrita y esperanza con E siempre será
con respecto a una variable aleatoria uniforme x „ t˘1un a menos que se especifique lo
contrario. Por lo tanto, podŕıamos escribir la esperanza como Exrfpxqgpxqs o Erfpxqgpxqs
o incluso Erfgs.

Volviendo a la base de las funciones de Walsh para V , el hecho crucial que subyace en
todo análisis de las funciones Booleanas es que esta es una base ortonormal.

Teorema 1.0.2. Las 2n funciones de Walsh χS forman una base ortonormal para el espacio
vectorial V de las funciones t˘1un Ñ R; es decir,

xχS , χT y “

"

1 si S “ T,
0 si S ‰ T.

Recordando la definición xχS , χT y “ ErχSpxqχT pxqs, el Teorema 1.0.2 se deduce inme-
diatamente de dos hechos:

Proposición 1.0.3. Para x P t˘1un tenemos que χSpxqχT pxq “ χS4T pxq, donde S 4 T
denota la diferencia simétrica de S y T .

Demostración. Tenemos las siguientes igualdades

χSpxqχT pxq “
ź

iPS

xi
ź

iPT

xi “
ź

iPS4T
xi

ź

iPSXT

x2
i “

ź

iPS4T
xi “ χS4T pxq.

Luego se concluye lo deseado.
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Proposición 1.0.4. Sea x „ t˘1un, tenemos

ErχSpxqs “ Er
ź

iPS

xis “

"

1 si S “ H,
0 si S ‰ H.

Demostración. Si S “ H entonces ErχSpxqs “ Er1s “ 1. Caso contrario

Er
ź

iPS

xis “
ź

iPS

Erxis,

porque los bit aleatorios (variables aleatorias uniformes en t˘1u) x1, ...,xn son indepen-
dientes. Pero cada uno de los factores Erxis en el producto anterior (no vaćıo) es (1/2) (+
1) + (1/2) (-1) = 0.

Como hemos visto, la expansión de Fourier de f : t˘1un Ñ R puede considerarse como
la representación de f sobre la base ortonormal de las funciones de Walsh pχSqS , S Ă rns.
Sobre esta base, f tiene 2n “coordenadas”, y estos son precisamente los coeficientes de
Fourier de f . La “coordenada” de f en la “dirección” χS es xf, χSy; es decir, tenemos la
siguiente fórmula para los coeficientes de Fourier:

Proposición 1.0.5. Sean f : t˘1un Ñ R y S Ă rns, el coeficiente de Fourier de f está
dado por

f̂pSq “ xf, χSy “ ErfpxqχSpxqqs.

Podemos verificar esta fórmula expĺıcitamente:

xf, χSy “ x
ÿ

TĂrns

f̂pT qχT , χSy “
ÿ

TĂrns

f̂pT qxχT , χSy “ f̂pSq,

donde usamos la expansión de Fourier de f , la linealidad de x¨, ¨y, y finalmente el Teo-
rema 1.0.2. Esta fórmula es la forma más simple de calcular los coeficientes de Fourier
de una función dada; también se puede ver como una versión simplificada del método de
interpolación ilustrado en la introducción. Alternativamente, esta fórmula puede tomarse
como la definición de los coeficientes de Fourier. La base ortonormal de las funciones de
Walsh también nos permite medir la “longitud” al cuadrado (norma 2) de f : t˘1un Ñ R
eficientemente: es solo la suma de los cuadrados de las “coordenadas” de f , es decir, los
coeficientes de Fourier. Este hecho simple pero crucial se llama Teorema de Parseval.

Teorema 1.0.6. (Teorema de Parseval) Para toda f : t˘1un Ñ R,

xf, fy “ Erfpxq2s “
ÿ

SĂrns

f̂pSq2.

En particular, si f : t˘1un Ñ t˘1u entonces

ÿ

SĂrns

f̂pSq2 “ Erfpxq2s “ Er1s “ 1.
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Más generalmente, dadas dos funciones f, g : t˘1un Ñ R, podemos calcular xf, gy
tomando el “producto punto” de sus coordenadas en la base ortonormal de Walsh. De esta
manera tenemos el Teorema de Plancherel.

Teorema 1.0.7. (Teorema de Plancherel) Para todas f, g : t˘1un Ñ R,

xf, gy “ Erfpxqgpxqs “
ÿ

SĂrns

f̂pSqĝpSq.

Podemos verificar esta fórmula expĺıcitamente:

xf, gy “ x
ÿ

SĂrns

f̂pSqχS ,
ÿ

TĂrns

ĝpT qχT y “
ÿ

S,TĂrns

f̂pSqĝpT qxχS , χT y “
ÿ

SĂrns

f̂pSqĝpSq,

y aśı concluir lo deseado.

1.0.2. Radios de Bohr

Los últimos años mostraron un notable aumento de art́ıculos sobre el fenómeno de Bohr
en el análisis complejo. En término del análisis de Fourier, podemos reformular el Teorema
de Bohr 0.0.1 con la siguiente notación: el radio r “ 1{3 es el valor óptimo (más grande)
para el cual se verifica

d
ÿ

k“0

|f̂pkq|rk ď }f}T, (1.3)

donde }f}T es la norma supremo en el toro T “ tz P C : |z| “ 1u, f̂pkq como es usual denota
el k-ésimo coeficiente de f como función en T. Como ya comentamos en la introducción, este
interesante resultado fue mayormente olvidado hasta los trabajos relativamente recientes
de Dineen, Dixon, y Boas y Khavinson. Por ejemplo en [BK97] los autores analizaron si se
produćıa un fenómeno similar para series de potencias en varias variables. En lo que sigue
escribiremos los radios de Bohr con la notación que usaremos en el desarrollo de la tesis:
tomando N P N, el N -ésimo radio de Bohr KN es el mejor (i.e. mayor) 0 ă r ă 1 tal que
para todo polinomio f en N variables complejas se cumple

ÿ

αPNN0

|f̂pαq| rα ď }f}TN , (1.4)

donde ahora el α-ésimo coeficiente de Fourier de f está dado por

f̂pαq “

ż

TN
fpwqw´αdw,

(dw es la medida de Lebesgue normalizada en el toro N -dimensional TN y }f}TN denota la
norma supremo de f en TN ). Como ya comentamos sólo se conoce el valor exacto para el
caso unidimensional, K1 “ 1{3. Se mostró en [BK97] a través de métodos probabiĺısticos
que
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ĺım sup
NÑ8

d

N

logN
KN ď 1,

y en [DFOC`11] basado en la hipercontractividad de la desigualdad de Bohnenblust-Hille
tenemos

d

N

logN
KN ě

1
?

2
` op1q.

La mejora de las técnicas que conducen al resultado anterior podemos encontrarla en
[PSS14], donde se muestra

ĺım
NÑ8

d

N

logN
KN “ 1. (1.5)

Notar que esta igualdad es básicamente un resultado en el decaimiento asintótico del es-
pectro de Fourier pf̂pαqqαPNN0

de polinomios f en el grupo abeliano compacto TN para
dimensiones altas de N .

En la definición de radio Bohr podemos reemplazar la familia de todos los polinomios en
N variables por subfamilias de ésta y obtener nuevos radios. Por ejemplo, si nos quedamos
con la subfamilia de los polinomios homogéneos, naturalmente definimos el N -radio de
Bohr homogéneo

Khom
N , (1.6)

como la mejor constante r p0 ă r ă 1q que cumple la desigualdad (1.4) pero ahora para
los polinomios homogéneos en N variables.

Si nos quedamos con todos los polinomios en N variables de grado a lo sumo m,
definimos

Kďm
N ,

es decir el mejor r (0 ă r ă 1) tal que

ÿ

αPNN0 ,|α|ďm

|f̂pαq| rα ď }f}T, (1.7)

para todo polinomio fpzq “
ř

αPNN0 ,|α|ďm
f̂pαqzα. De igual manera, tomando todos los

polinomios m-homogéneos en N variables, obtenemos la definición del N -ésimo radio m-
homogéneo de Bohr, al mismo denotaremos como

K“m
N . (1.8)

1.0.3. Constantes de Bohnenblust-Hille caso real.

Una comparación de la prueba que haremos del Teorema 0.0.2 con (5) muestra que en
el caso Booleano nuevas dificultades aparecen. Observando el desarrollo de Fourier-Walsh
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(1.1) tenemos que toda función Booleana f : t˘1un Ñ R es la restricción de un único
polinomio Pf : Rn Ñ R af́ın en cada variable

Pf pxq “
ÿ

SĂrns

pfpSq
ź

kPS

xk, x P Rn.

Este tipo especial de polinomio lo llamaremos tetraedral

t˘1un �
� //

f
""

Rn

Pf~~
R

Esta identificación es una isometŕıa para la norma supremo, es decir

}f}8 :“ sup
xPt˘1un

|fpxq| “ sup
xPt˘1un

|Pf pxq| “ sup
xPr´1,1sn

|Pf pxq| “: }Pf }8, (1.9)

donde la anteúltima igualdad es válida ya que el polinomio es af́ın en cada variable: pues
si suponemos que no, el máximo de f se alcanza en un punto del cubo donde alguna
coordenada es menor en módulo a 1, fijando las demás, obtenemos una función lineal no
constante en r´1, 1s y el máximo se alcanza en los extremos.

Entonces podemos mirar a este objeto de forma diferente, combinando técnicas del
análisis de Fourier en teoŕıa de polinomios y formas multilineales para estudiar el espectro
de Fourier de estas funciones. Basado en resultados e ideas que se han desarrollado en los
últimos años en el campo de polinomios complejos llevaremos a cabo el trabajo.

¿Qué ocurre con la desigualdad de Bohnenblust-Hille para los polinomios reales en el
cubo n-ésimo r´1, 1sn?

Denotamos por

BHďd
r´1,1s,

la mejor constante C ě 1 tal que para todo polinomio real de grado d, P pxq “
ř

αPNn0 ,|α|ďd
aαx

α

tenemos
¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|ďd
| aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď BHďd
r´1,1s}f}r´1,1sn ; (1.10)

y análogamente reemplazando los polinomios reales de grado d por los d-homogéneo reales
en la definición anterior podemos definir la constante BH“d

r´1,1s, con esta notación tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 1.0.8.

ĺım sup
dÑ8

d

b

BH“d
r´1,1s “ 2, (1.11)

y

ĺım sup
dÑ8

d

b

BHďd
r´1,1s “ 1`

?
2. (1.12)
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Vale destacar que la primera igualdad se debe a [CJRMF`15]. Mientras que el teorema
anterior muestra que para polinomios reales generales la situación es dramáticamente di-
ferente del caso complejo (6) donde los ĺımites son iguales. El resultado del Teorema 0.0.2
indica que los polinomios tetraedrales parecen estar a medio camino.

Para dar una prueba del Teorema 1.0.8 necesitamos resultados preliminares, recolecta-
mos algunas desigualdades cruciales para polinomios que “regulan el tráfico” entre la norma
supremo de un polinomio real en r´1, 1sn con la norma supremo en Tn, como también la
misma relación entre los polinomios homogéneos

Lema 1.0.9. Sea P pzq “
ř

|α|ďd aαz
α un polinomio en Cn con coeficientes complejos aα,

y con m ď d denotamos por Pmpzq “
ř

|α|“m aαz
α a su parte m-homogénea. Entonces

1. }Pm}Tn ď }P }Tn;

2. }P }Tn ď p1`
?

2qd}P }r´1,1sn;

3. }Pd}Tn ď 2d´1}P }r´1,1sn para todo P con coeficiente reales. Más aún C “ 2 es la

mejor constante posible que cumple }Pd}Tn ď Cd´1}P }r´1,1sn.

4. }Pm}r´1,1sn ď p1`
?

2qd}P }r´1,1sn para todo P con coeficientes reales. Más aún C “

1`
?

2 es la mejor constante posible que cumple }Pm}r´1,1sn ď Cd}P }r´1,1sn.

A continuación demostraremos 1, comentaremos las ideas para probar 4 y en cuanto
a la prueba de 2 y 3 podemos encontrarlas en el trabajo de Klimek, sobre métricas en la
familia de conjuntos L-regulares compactos polinómicamente convexos en C [Kli95] y en
la generalización por parte de Visser de lo que se conoce como Teorema de Markov [Vis46]
respectivamente.

Demostración. Comencemos por el primer ı́tem. Sabemos por la fórmula de Cauchy que si
consideramos para cada x P Tn el polinomio Pxpwq “ P pwx1, ..., wxnq “

řd
m“0w

mPmpxq,
w P C tenemos

|Pmpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż

|w|“1

Pxpwq

wm`1
dw

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
|w|“1

|Pxpwq| ď sup
zPTn

|P pzq|,

la última desigualdad se debe a que si |w| “ 1 y x P Tn entonces wx P Tn, luego concluimos
la afirmación tomando supremo en todo los x P Tn.

Por último comentemos las ideas principales para probar el ı́tem 4. Recordemos la
definición de los polinomios de Chebyshev. Dado k P NY t0u definimos

Tkpxq “ cospk arc cospxqq

el k-ésimo polinomio de Chebychev. Mediante propiedades del coseno, se puede obtener
una relación de recurrencia entre estos polinomios:
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$

&

%

T0pxq “ 1
T1pxq “ x
Tk`1pxq “ 2xTkpxq ´ Tk´1pxq,

(1.13)

y aśı una equivalente definición recursiva. Escribimos

Tdpxq “
d
ÿ

m“0

ampTdqx
m, x P R,

el polinomio de Chebyshev de grado d, del cual se conocen muchas propiedades, por ejemplo,
usando la definición no recursiva, se puede ver que }Td}8 “ 1. Podemos considerar también
los números de Markov Mm,d para 0 ď m ď d dados por

Mm,d “

"

|ampTdq| si m ” dp2q
|ampTd´1q| si m ” d´ 1p2q,

(1.14)

donde

|ampTdq| “ 2m´1 d̂

m!

p d̂`m´2
2 q!

p d̂´m2 q!
,

con d̂ “ d si m ” d (mod 2), y d̂ “ d´ 1 si m ” d´ 1(mod 2) (véase [Nat64, p. 56]).
Un punto crucial a lo largo del trabajo es lo que se conoce como el Teorema de Markov

(ver [BE95, p. 248]), cuya demostración podemos encontrar en [Nat64, p.56], el cual dice
que todo polinomio real pptq “

řd
m“0 amt

m de grado d satisface

|am| ďMm,d sup
tPr´1,1s

|pptq|, 0 ď m ď d, (1.15)

y tomando Td se muestra que la estimación es óptima. Sea un polinomio P en r´1, 1sn con
coeficientes reales, fijando x P Rn tenemos el polinomio

pxptq “ P ptx1, ..., txnq “
d
ÿ

m“0

tmPmpxq, t P R,

entonces usando el Teorema de Markov y tomando supremo en todos los x P r´1, 1sn,
obtenemos

}Pm}r´1,1sn ďMm,d}P }r´1,1sn .

Se puede probar utilizando la fórmula de Stirling y la expresión expĺıcita de Mm,d que

ĺım sup
dÑ8

psup
mďd

d
a

Mm,dq “ 1`
?

2. (1.16)

Esto prueba la desigualdad del ı́tem 4 con constante p1`
?

2qd. Finalmente, si asumimos
que la desigualdad se logra con alguna constante Cd, tomando el polinomio de Chebyshev
Td conseguimos que Mm,d ď Cd para todo m ď d, y nuevamente por (1.16) obtenemos
1`

?
2 ď C.
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Con estas nuevas herramientas probemos el Teorema 1.0.8. Comencemos con la demos-
tración de la primera parte (1.11), más precisamente la estimación superior, que es una
consecuencia inmediata de (5) combinado con el ı́tem 3 del Lema 1.0.9, pues todo polinomio
d-homogéneo con coeficientes reales P pzq “

ř

|α|“d aαz
α cumple la siguiente desigualdad

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|“d
| aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď BH“dT }P }Tn ď BH“dT 2d´1}P }r´1,1sn .

Simplemente usando la definición de BH“d
r´1,1s tenemos que

BH“dr´1,1s ď BH“dT 2d´1.

Además como ya comentamos antes (ver (6)),

ĺım sup
dÑ8

d

b

BH“dT “ 1,

por lo que concluimos la estimación superior

ĺım sup
dÑ8

d

b

BH“d
r´1,1s ď 2.

Para probar la acotación inferior agreguemos un comentario/definición sobre las cons-
tantes de Bohnenblust-Hille. Por ejemplo tomemos el caso real. Por definición de BHďd

r´1,1s

(1.10) sabemos que es la mejor constante, tal que para todo polinomio real P de grado d
P pxq “

ř

αPNn0 ,|α|ďd
aαx

α se cumple

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|ďd
|aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď BHďd
r´1,1s}P }r´1,1sn .

Notar que la constante es independiente de n el número de variables del polinomio. Por
lo tanto, podŕıamos fijar el n P N y reducirnos a la subfamilia de polinomios definidos
en r´1, 1sn, en este caso la mejor constante C ě 1 tal que cumple la desigualdad de
Bohnenblust-Hille para todo polinomio de grado d con coeficientes reales en r´1, 1sn, la
denotaremos

BHďd
r´1,1sn

de esta manera hacemos referencia que la cantidad de variables está previamente fijada.
Naturalmente tenemos la siguiente desigualdad

BHďd
r´1,1sn ď BHďd

r´1,1s. (1.17)

Ahora estamos en condiciones de probar la estimación inferior de (1.11), especificamente
demostremos la siguiente proposición:
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Proposición 1.0.10. Sea k P N fijo, entonces

ĺım sup
dÑ8

´

BH“d
r´1,1s2k

¯
1
d
ě 21´2´k . (1.18)

Por lo tanto, concluimos

ĺım sup
dÑ8

´

BH“dr´1,1s

¯
1
d
ě 2. (1.19)

En lo que sigue haremos uso de la norma | ¨ |8, definida para todo polinomio m-
homogéneos en n variables P “

ř

αPΛpm,nq aαz
α donde Λpm,nq “ tα P Nn0 : |α| :“ α1 ` ...` αn “ mu.

Dicha norma se define como

|P |8 “ máx
αPΛpm,nq

|aα|.

Además }P }q “ p
ř

αPΛ |aα|
qq

1
q para q P Q.

Demostración. Consideramos la sucesión de polinomios (con norma uniforme 1) definida
recursivamente por

Q2px1, x2q “ x2
1 ´ x

2
2,

Q2mpx1, ..., x2mq “ Q2m´1px1, ..., x2m´1q
2 ´Q2m´1px2m´1`1, ..., x2mq

2.

Demostremos (por inducción en m) que

|Qn2m |8 ě

ˆ

2n

n` 1

˙2m´1

, (1.20)

para cada número natural n.

Fijemos n P N y consideramos m “ 1, sabemos que

2n “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ď pn` 1q máx
0ďkďn

ˆ

n

k

˙

,

el polinomio 2n-homogéneo Qn2 admite la siguiente estimación:

}Qn2 } 4n
2n`1

ě |Qn2 |8 “ máx
0ďkďn

ˆ

n

k

˙

ě
2n

n` 1
. (1.21)

Supongamos ahora que la ecuación (1.20) es cierta para todo k P N tal que k ď m, probemos
la fórmula para m` 1. Observemos que

Qn2m`1px1, x2, ..., x2m`1q “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p´1qn´kQ2k
2mpx1, ..., x2mqQ

2pn´kq
2m px2m`1, ..., x2m`1q.

(1.22)
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El coeficiente de valor absoluto máximo en un producto de polinomios en conjuntos dis-
juntos de variables es el producto de los respectivos coeficientes máximos, por lo tanto

|Qn2m`1 |8 “ máx
0ďkďn

ˆ

n

k

˙

|Q2k
2m |8|Q

2pn´kq
2m |8 ě máx

0ďkďn

ˆ

n

k

˙ˆ

22n

p2k ` 1qp2n´ 2k ` 1q

˙2m´1

,

por hipótesis inductiva. Sin embargo, p2k ` 1qp2n´ 2k ` 1q ď pn` 1q2 cuando 0 ď k ď n;
aśı

|Qn2m`1 |8 ě

ˆ

2n

n` 1

˙2m`1´2

máx
0ďkďn

ˆ

n

k

˙

ě

ˆ

2n

n` 1

˙2m`1´1

,

por la ecuación (1.21). Por lo tanto, la fórmula dada en (1.20) se cumple para cada entero
positivo m. Algo que vale en general es que un polinomio n-homogéneo P cumple

}P } 2n
n`1

ě |P |8.

Por la ecuación (1.20) tenemos

BH“n2m

r´1,1s2m ě }Q
n
2m`1} 2n

n`1
ě |Qn2m`1 |8 ě

ˆ

2n

n` 1

˙2m´1

.

Considerando d “ n2k con k fijo y usando la estimación anterior obtenemos

´

BH“d
r´1,1s2

k

¯
1
d
ě

ˆ

2n

n` 1

˙
2k´1

n2k

“ 21´2´kpn` 1q
np1´2kq

2k .

y la prueba sigue directamente tomando ĺımite en n.

Pasemos a probar la igualdad (1.12). Tomemos un polinomio real P de grado d en
r´1, 1sn, podemos escribirlo como

řd
m“0 Pm. Entonces deducimos por la desigualdad de

Minkowski y el ı́tem 1 del Lema 1.0.9 que

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|ďd
|aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď

d
ÿ

m“0

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|“m
|aα|

2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ď

d
ÿ

m“0

BH“mT }Pm}Tn ď
d
ÿ

m“0

BH“mT }P }Tn .

Y entonces por el ı́tem 2 del Lema 1.0.9 y la desigualdad (5) tenemos

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|ďd
|aα|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď

d
ÿ

m“0

BH“mT p1`
?

2qd}P }r´1,1sn

ď C
?
d log ddp1`

?
2qd}P }r´1,1sn .
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Con esto probamos
BHďd

r´1,1s ď C
?
d log ddp1`

?
2qd,

y por lo tanto la acotación superior. Por otro lado aplicando esta desigualdad a los polino-
mios de Chebyshev Td, por (1.16) observamos

1`
?

2 “ ĺım sup
dÑ8

ˆ

sup
mďd

d
a

Mm,d

˙

ď ĺım sup
dÑ8

d

b

BHďd
r´1,1s,

y aśı la conclusión.

1.0.4. Constantes de Sidon

Podemos pensar las constantes de Bohnenblust-Hille del cubo Booleano (2) y del poli-
toro (3) en términos de ciertos conjuntos llamados conjuntos de Sidon. Más formalmente,
tomemos 1 ď p ď 8 y un grupo compacto abeliano G. Un subconjunto finito Λ del grupo
dual Ĝ se dice que es un conjunto p-Sidon si existe una constante C ą 0 (que depende de
p y Λ) tal que para todo polinomio trigonométrico f “

ř

γPΛ f̂pγqγ satisface

˜

ÿ

γPΛ

|f̂pγq|
p

¸
1
p

ď C}f}G, (1.23)

donde }f} “ supgPG |fpgq|, además llamamos constante de Sidon SppΛq a la mejor C que
cumple (1.23). Nos concentraremos en los siguientes grupos: Tn el politoro n-dimensional,
y t˘1un el n-ésimo cubo Booleano. Recordemos que el grupo dual de Tn consiste en todos
los monomios zα, α P Zn, mientras que el grupo dual de t˘1un está formado por todos los
monomios xS , S Ă rns. Ponemos el foco en los siguientes cuatro conjuntos de caracteres
en el grupo dual de Tn y t˘1un, respectivamente:

Ω“dn “ tzα : α P Nn0 , |α| “ du, Ωďdn “ tzα : α P Nn0 , |α| ď du,

Λ“dn “ txS : S Ă rns, |S| “ du, Λďdn “ txS : S Ă rns, |S| ď du.

Con esta terminoloǵıa tenemos

BHďd
t˘1u “ sup

n
S 2d
d`1
pΛďdn q ď 8,

y
BHďdT “ sup

n
S 2d
d`1
pΩďdn q ď 8,

naturalmente tenemos que la reformulación de (2) y (3). Más aún, el Teorema 0.0.2 afirma
que existe C ě 1 tal que para cada n, d

S 2d
d`1
pΛďdn q ď C

?
d. log d;

notemos también que por (5) el análogo para S 2d
d`1
pΩďdn q también es cierto.
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Caṕıtulo 2

Espectro de Fourier en el cubo
Booleano

El objetivo de este caṕıtulo será demostrar que la constante de Bohnenblust-Hille para
el caso Booleano crece subexponencialmente como comentamos en la introducción en el
Teorema 0.0.2. Primero probaremos el caso d-homogéneo para ilustrar la estrategia de la
demostración que se generaliza al caso de grado d.

Teorema 2.0.1. (Caso homogéneo.) Existe una costante absoluta C ą 0 tal que para todo
d P N

BH“dt˘1u ď C
?
d log d. (2.1)

Aunque el Teorema 0.0.2, por supuesto, cubre este caso, preferimos dar una prueba
independiente ya que es más simple e ilustra la estrategia general. De todos modos, todas
las pruebas de las desigualdades de tipo Bohnenblust-Hille, antiguas o muy recientes, están
muy inspiradas por la prueba de la estimación original, que es en śı misma un refinamiento
de la prueba de la famosa desigualdad 4

3 de Littlewood [Lit30]. Recordemos sus cuatro
pasos cruciales:

1. Dado un polinomio d-homogéneo fpzq “
ř

|α|“d aαz
α en n variables. Sabemos que

este es la reestricción de una d-forma lineal simétrica Lf en Cn sobre la diagonal
∆ “ tpz, ..., zq : z P Cnu.

2. Interpretamos Lf como una “matriz” simétrica A = pci1,...,imq
n
i1,...,id“1, relacionando

la ` 2d
d`1

-norma de los coeficientes de f con la ` 2d
d`1

-norma en las entradas de A, y

dividimos esta norma en los términos mixtos de la forma

ÿ

ik

¨

˝

ÿ

i1,...,ik´1 ,̂ik,ik`1,...,id

|ci1,...,id |
2

˛

‚

1
2

.

3. Usando la desigualdad de Khinchine podemos estimar los términos mixtos por la
norma supremo de Lf en pTnqd.

15
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4. Finalmente usamos polarización para estimar }Lf }8 por }f}8.

Para la mejora de las constantes, se necesitaron paso a paso refinamientos no triviales
de los argumentos anteriores. Modificando varios argumentos de [DFOC`11] y [PSS14],
escribimos la prueba del Teorema 2.0.1 y comenzamos a recopilar resultados relevantes que
también serán necesarios para la prueba más complicada del Teorema 0.0.2, es decir el caso
de grado d.

2.1. El caso d-homogéneo

Antes de comenzar con la demostración tenemos, como mencionamos antes, que definir
algunos conceptos para poder enunciar cierto tipo de resultados que serán la clave de la
prueba. Estos resultados son conocidos como la desigualdad de Blei, la hipercontractividad
de Bonami y la fórmula de polarización. Demostraremos al paso la fórmula de polarización
y las dos primeras desigualdades tendrán un apartado especial en otro caṕıtulo del trabajo.

2.1.1. Formas multilineales

Para cada n P N y A Ă N conjunto finito, definimos los conjuntos de funciones

IpA,nq :“ ti : AÑ rnsu,

J pA,nq :“ tj : AÑ rns no decrecienteu.

En el caso A “ rds para d P N, denotamos a los conjuntos previos por Ipd, nq y J pd, nq
respectivamente. Consideramos la relación de equivalencia en IpA,nq definida para i1, i2 P
IpA,nq como i1 „ i2 si y sólo si existe una biyección σ : AÑ A tal que i1 “ i2 ˝ σ.

Notar que para cada i P IpA,nq tenemos un único j P J pA,nq tal que j P ris, donde ris
es la clase de equivalencia de i. Más aún, el número de elementos de la clase de equivalencia
de i P IpA,nq es

|ris| “
|A|!

|tk : ipkq “ 1u|!...|tk : ipkq “ nu|!
. (2.2)

Si A1 y A2 son dos subconjuntos disjuntos de N, entonces la suma directa de i1 P IpA1, nq
y i2 P IpA2, nq está definida como la siguiente función

IpA1 YA2, nq Q i1 ‘ i2 : A1 YA2 Ñ rns,

que coincide con ik en Ak para cada k “ 1, 2. Notar que todo elemento de IpA1 Y A2, nq
podemos representarlo de esta manera, esto dice en particular, que si S Ă rds y denota-
mos Ŝ :“ rdszS, entonces Ipd, nq “ IpS, nq ‘ IpŜ, nq. Sin embargo, sólo podemos asumir
J pd, nq Ă J pS, nq ‘ J pŜ, nq. El próximo resultado, normalmente conocido como la des-
igualdad de Blei, afirma lo siguiente:
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Proposición 2.1.1. Sean n P N y 0 ď k ď d enteros. Para cada colección de escalares
paiqiPIpd,nq tenemos

¨

˝

ÿ

iPIpd,nq
| ai|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď

»

—

—

–

ź

SĂrds,|S|“k

¨

˚

˝

ÿ

i1PIpS,nq

¨

˝

ÿ

i2PIpŜ,nq

| ai1‘i2 |
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

fi

ffi

ffi

fl

1

pdkq

. (2.3)

La idea de la demostración será desarrollada en el caṕıtulo 4 con mayor detalle, en esta
sección cumple un rol fundamental en la prueba del resultado principal, como ya veremos.

Toda función d-homogénea f : t˘1un Ñ R tiene una única representación

fpxq “
ÿ

jPJ pd,nq
ajxj xj :“ xj1 ¨ ... ¨ xjd , (2.4)

donde aj “ 0 si j no es inyectiva (i.e no es estrictamente creciente). Podemos observar que
f es la restricción a t˘1un de un polinomio d-homogéneo Pf : Rn Ñ R dado por

Pf pxq “
ÿ

jPJ pd,nq
ajxj, (2.5)

y tenemos además, como ya comentamos en (1.9)

}f}8 :“ sup
xPt˘1un

|Pf pxq| “ sup
xPr´1,1sn

|Pf pxq| “: }Pf }8.

El polinomio real Pf tiene asociado una única forma d-lineal simétrica Lf : pRnqd Ñ R
satisfaciendo Pf pxq “ Lf px, ..., xq, además para todo yp1q, ..., ypdq P Rn podemos escribir
expĺıcitamente que

Lf py
1, ..., ydq “

ÿ

iPIpd,nq
ciy

1
i1 ...y

d
id
, ci “

aj
d!
, i P rjs. (2.6)

2.1.2. Hipercontractividad

Otro resultado relevante para la demostración es aquel que permite comparar distintas
normas. Para cada 1 ď p ă 8 la Lp-norma de la función f : t˘1un Ñ R está dada por

}f}p “ Er|f |ps
1
p “

¨

˝

ÿ

xPt˘1un

1

2n
| fpxq|p

˛

‚

1
p

.

Consideramos el siguiente operador conocido como el operador de ruido, definido para cada
´1 ă ρ ă 1 como la aplicación Tρ tal que

Tρfpxq :“
ÿ

SĂrns

f̂pSqρ|S|xS , x P t˘1un.

Una caracteŕıstica importante de este operador es presentada por el famoso resultado de
Bonami y Gross, para el cual demostraremos algunos casos particulares en el Caṕıtulo 4.
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Teorema 2.1.2. Sean 1 ă p ď q ď 8 y ρ ď
b

p´1
q´1 . Se tiene:

}Tρf}q ď }f}p.

También tenemos ciertas consecuencias que serán útiles en lo que sigue, como por
ejemplo:

Corolario 2.1.3. Para toda función f : t˘1un Ñ R de grado d

}f}2 ď

ˆ

1
?
p´ 1

˙d

}f}p, (2.7)

y además

}f}2 ď ed}f}1. (2.8)

2.1.3. Polarización 1

Usaremos la siguiente fórmula de polarización, inspirada en el resultado de Harris que
es el análogo para el caso complejo [Har72, Teorema 1].

Proposición 2.1.4. Sean P : Rn Ñ R un polinomio d-homogéneo, y L : pRnqd Ñ R la
única forma d-lineal simétrica asociada. Entonces para todo 1 ď k ď d{2 y x, y P r´1, 1sn

|Lp

k
hkkikkj

x, ..., x,

d´k
hkkikkj

y, ..., yq| ď 2dk}P }r´1,1sn .

En la siguiente sección probaremos un resultado de polarización más general y este se
deducirá del mismo.

2.1.4. Demostración del caso homogéneo

Estamos en condiciones de dar la demostración del Teorema 2.0.1.

Demostración. Sea f : t˘1un Ñ R una función d-homogénea con d ě 2, ya que el caso
d “ 1 es claro. Reescribimos a f de la siguiente forma

fpxq “
ÿ

jPJ pd,nq
ajxj,

donde aj “ 0 cuando j no crece estrictamente, y extendemos la definición de los aj a todo
Ipd, nq por ai “ aj si i P rjs. Más aún, para todos los coeficientes ci de la única forma
simétrica Lf , tenemos ci “

aj
d! . Entonces por la desigualdad de Blei (2.3) (ai‘j “ 0 siempre

que i o j no crezcan estrictamente) tenemos para todo k ď d
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¨

˝

ÿ

iPJ pd,nq
| ai|

2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď

»

—

—

–

ź

SĂrds,|S|“k

¨

˚

˝

ÿ

iPJ pS,nq

¨

˝

ÿ

jPJ pŜ,nq

| ai‘j|
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

fi

ffi

ffi

fl

1

pdkq

.

Fijamos S Ă rds con |S| “ k para estimar cada uno de estos factores. Si denotamos

ρr :“ pr ´ 1q´
1
2 , usando (2.2) y (2.7), tenemos

¨

˚

˝

ÿ

iPJ pS,nq

¨

˝

ÿ

jPJ pŜ,nq

| ai‘j|
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

ď ρd´k2k
k`1

¨

˝

ÿ

iPJ pS,nq
Ey

»

–|
ÿ

jPJ pŜ,nq

ai‘jyj|
2k
k`1

fi

fl

˛

‚

k`1
2k

“ ρd´k2k
k`1

¨

˝Ey

»

–

ÿ

iPJ pS,nq
|

ÿ

jPJ pŜ,nq

ai‘jyj|
2k
k`1

fi

fl

˛

‚

k`1
2k

“ ρd´k2k
k`1

d!

pd´ kq!

¨

˝Ey

»

–

ÿ

iPJ pS,nq
|

ÿ

jPIpŜ,nq

ci‘jyj|
2k
k`1

fi

fl

˛

‚

k`1
2k

ď ρd´k2k
k`1

d!

pd´ kq!
sup

yPt˘1un

¨

˝

ÿ

iPJ pS,nq
|

ÿ

jPIpŜ,nq

ci‘jyj|
2k
k`1

˛

‚

k`1
2k

.

Por la definición de BH“k
t˘1u y la Proposición 2.1.4, tenemos que para todo y P t˘1un

¨

˝

ÿ

iPJ pS,nq
|

ÿ

jPIpŜ,nq

ci‘jyj|
2k
k`1

˛

‚

k`1
2k

ď BH“kt˘1u sup
xPt˘1un

|
ÿ

iPJ pS,nq

ÿ

jPIpŜ,nq

ci‘jxiyj|

“ BH“kt˘1u

1

k!
sup

xPt˘1un
|

ÿ

iPIpS,nq

ÿ

jPIpŜ,nq

ci‘jxiyj|

ď BH“kt˘1u

1

k!
sup

x,yPt˘1un
|Lf p

k
hkkikkj

x, ..., x,

d´k
hkkikkj

y, ..., yq|

ď BH“kt˘1u

1

k!
2dk}f}8,

por lo tanto

¨

˚

˝

ÿ

iPJ pS,nq

¨

˝

ÿ

jPJ pŜ,nq

| ai‘j|
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

ď BH“kt˘1uρ
d´k
2k
k`1

2dk
ˆ

d

k

˙

}f}8,
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lo que lleva a

BH“dt˘1u ď BH“kt˘1uρ
d´k
2k
k`1

2dk
ˆ

d

k

˙

.

Reemplazando el valor de ρ 2k
k`1

tenemos

BH“dt˘1u ď BH“kt˘1u

ˆ

k ` 1

k ´ 1

˙
d´k
2

ˆ

d

k

˙

2dk

“ BH“kt˘1u

ˆ

1`
2

k ´ 1

˙
d´k
2

d2k

ď BH“kt˘1u exp

ˆ

d´ k

k ´ 1
` 2k log d

˙

ď BH“kt˘1u exp

ˆ

2

ˆ

d

k ` 1
` k log d

˙˙

,

donde usamos que p1` 1
xq
x es creciente y acotado por e para todo x positivo. Tomando k

«

b

d
logd y usando que BH“k

t˘1u es no decreciente en k, obtenemos para algún α ą 0

BH“dt˘1u ď BH
“r
?
ds

t˘1u exp
´

α
a

d log d
¯

.

Iterando el proceso tenemos

BH“dt˘1u ď epα
?
d log dqe

´

αr 4
?
ds 1?

2

?
log d

¯

BH
“r

4?ds
t˘1u

ď e

´

α
?
d
?

log d
´

1` 1?
2
` 1
p
?
2q2
`...

¯¯

BH“2
t˘1u.

Finalmente BH“2
t˘1u ă 8, esto es una consecuencia de la propiedad de isometŕıa (1.9). Para

probarlo notemos que BH“2
t˘1u ď BH“2

r´1,1s, ya que esta última constante por definición
cumple la desigualdad de Bohnenblust-Hille para polinomios que son extensiones al cubo
r´1, 1sn de funciones Booleanas (los que con anterioridad llamamos Pf )

¨

˝

ÿ

αPNn0 ,|α|“2

| aα|
4
3

˛

‚

3
4

ď BH“2
r´1,1s}Pf }r´1,1sn ,

intercambiando la norma de Pf con la norma f (por isometŕıa) tenemos la afirmación. Por
último, BH“2

r´1,1s es finito por (1.11) y aśı BH“2
t˘1u lo es .

2.2. El caso de grado d (no homogéneo)

Previamente probamos la desigualdad para el caso d -homogéneo, queremos pasar al
caso de funciones de grado d, más exactamente.
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Teorema 2.2.1. Existe una constante absoluta C ą 0 tal que para todo d P N

BHďd
t˘1u ď C

?
d log d. (2.9)

En el caso complejo, sabemos que BH“dT “ BHďdT . En efecto, para un polinomio de gra-
do d, P pzq “

ř

|α|ďd aαz
α en Tn, consideramos el polinomio Qpz, wq “

ř

|α|ďd aαz
αwd´|α|

que es homogéneo en Tn`1 con los mismos coeficientes y la misma norma supremo. Veamos
en detalle esto último

}Q}8 “ sup
wPT

sup
zPTn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|α|ďd

aαz
αwd´|α|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
wPT

sup
zPTn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|α|ďd

aα

´ z

w

¯α
wd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(2.10)

“ sup
wPT

sup
zPTn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

˝

ÿ

|α|ďd

aαz
α

˛

‚wd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
zPTn

|P pzq| “ }P }8. (2.11)

Donde usamos que si w P T, z
w P T

n para todo z P Tn. Pero esto no ocurre en el caso real.
Otro camino (que también funciona en el caso complejo) es dividir la expansión Fourier de
la función de grado d en las partes m-homogéneas fm

¨

˝

ÿ

|S|ďd

|f̂pSq|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď C
?
d log d

d
ÿ

m“0

}fm}8,

y controlar la norma de fm por la norma de la función. Podemos dar esta estimación por el
Lema 1.0.9 (4) válida para todo polinomio real, pero esta constante es p1`

?
2qn que tiene

un crecimiento exponencial en el grado (en contraste con el caso complejo que se obtiene
constante 1 ver Lema 1.0.9 (1)). Podemos preguntarnos si esta constante se puede mejorar
en el caso tetraedral.

Considerando la función mayoŕıa Majd : t˘1ud Ñ t˘1u, Majdpxq “ signpx1` ...`xdq
se puede chequear que la norma de la parte m-homogénea (m impar) satisface

}pMajdqm}t˘1ud “

ˆ d´1
2

m´1
2

˙

d

m

1

2d´1

ˆ

d´ 1
d´1

2

˙

ě

ˆ d´1
2

m´1
2

˙

?
d

m
,

tomando m “ d´1
2 tenemos }pMajdqm}t˘1u “ Ωp 2

d
2
?
d
q (veáse [O’D14, p.121]), es decir la es-

timación p1`
?

2qd no es óptima para el caso tetraedral ya que la constante asintóticamente
es menor que

?
2. Todos estos problemas obligan a agregar a la estrategia clásica descripta

en la sección anterior, algunas técnicas aparentementes nuevas para demostrar que en caso
tetraedral podemos todav́ıa obtener constantes BHd

t˘1u que sean subexponenciales como
en el caso complejo. A diferencia del Teorema 1.0.8 la clave es que ahora el análisis del cubo
Booleano t˘1un está a nuestra disposición, como en el caso complejo tenemos el politoro
Tn.
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2.2.1. Formas multiafines.

Sea Q : Rn Ñ R un polinomio de grado d. Sabemos que Q admite una única represen-
tación conocida como la expresión monomial. Existe una única familia de escalares aj1...jm
tal que para cada x P Rn

Qpxq “
d
ÿ

m“0

ÿ

1ďj1ď...ďjmďn

aj1...jmxj1xj2 ...xjm . (2.12)

Para cada 0 ď m ď d, la parte m-homogénea de Q es

Qmpxq “
ÿ

1ďj1ď...ďjmďn

aj1...jmxj1xj2 ...xjm , x P Rn.

Decimos que Q es un polinomio tetraedral si tiene la siguiente forma

Qpxq “
d
ÿ

m“0

ÿ

1ďj1ă...ăjmďn

aj1...jmxj1xj2 ...xjm , x P Rn. (2.13)

En otras palabras, los polinomios tetraedrales son caracterizados por ser afines en cada
variable xj P R. Esto es equivalente a decir que Qpxq preserva combinaciones convexas en
cada variable, i.e., si x1, ...,xn son variables aleatorias independientes (reales), entonces

EpQpx1, ...,xnqq “ QpErx1s, ...,Erxnsq. (2.14)

Como ya mencionamos, lo importante de estos polinomios es que tenemos una correspon-
dencia isométrica natural entre estos y funciones reales en el cubo Booleano. En efecto, si
tomamos una función f : t˘1un Ñ R de grado d tenemos

aj1...jm :“ f̂pSq donde S “ tj1 ă ... ă jmu, 0 ď m ď d, (2.15)

entonces la expansión Fourier-Walsh de f la podemos reescribir

fpxq “
d
ÿ

m“0

ÿ

1ďj1ă...ăjmďn

aj1...jmxj1xj2 ...xjm , x P t˘1un.

Denotamos por Qf el único polinomio tetraedral que coincide con f en t˘1un, con sus
respectivos monomios y coeficientes de Fourier relativos.

Siguiendo [Kwa87, p. 1065-66], todo Q : Rn Ñ R de grado d tiene una única d -forma
LQ : pRnqd Ñ R que satisface las siguientes propiedades:

I. LQ es d -af́ın, i.e. es una función af́ın en cada variable xpjq P Rn.

II. LQ es simétrico, i.e, la evaluación de LQpx
p1q, ..., xpdqq es invariante por permutaciones

en las coordenadas xp1q, ..., xpdq.

III. LQpx, ..., xq “ Qpxq para todo x P Rn.
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Para cada xp1q, ..., xpdq P R podemos escribir expĺıcitamente v́ıa fórmula de polarización

LQpx
p1q, ..., xpdqq “ Eξ

«

d
ÿ

m“0

ξ1...ξd
d!

pξ1 ` ...` ξnq
d´mQmpξ1x

p1q ` ...` ξdx
pdqq

ff

,

donde consideramos la esperanza sobre ξ P t˘1un. Además LQ cumple las siguientes ob-
servaciones:

i. Si Q es d -homogéneo, entonces LQ es la usual d -forma lineal asociada a Q.

ii. Para f : t˘1un Ñ R denotamos por Lf a la d - forma asociada al polinomio tetraedral
Qf .

2.2.2. Polarización 2

El siguiente resultado será crucial. Básicamente es un análogo de la fórmula de pola-
rización de Harris para polinomios complejos homogéneos y su variante real, la Proposi-
ción 2.1.4. Nuestro caso es mucho más limitado, ya que para un polinomio Q de grado d
su forma multiaf́ın asociada LQ en cada variables conserva combinaciones convexas y no
lineales.

Proposición 2.2.2. Sea Q : Rn Ñ R un polinomio de grado d y LQ su d-forma af́ın
asociada. Entonces, para todo 0 ď m ď d

2 tenemos que

sup
x,yPr´1,1sn

|LQp

m
hkkikkj

x, ..., x,

d´m
hkkikkj

y, ..., yq| ď 2dm sup
xPr´1,1sn

|Qpxq|. (2.16)

Antes de comenzar con la demostración, daremos un resultado auxiliar de interpolación,
como hicimos antes con el clásico Teorema de Markov 1.15. Veremos otra propiedad de los
coeficientes de los polinomios de Chebyshev. En contraste con el resultado de Markov,
consideramos una base diferente en el espacio de polinomios de grado d. Para cada m ď d,
tenemos

ψd,mptq “ 2´dp1` tqmp1´ tqd´m “

ˆ

1` t

2

˙mˆ

1´ t

2

˙d´m

.

Proposición 2.2.3. Sea Q(t) polinomio de grado d. Entonces existen únicos escalares
an “ anpQq p0 ď n ď dq tal que

Qptq “
d
ÿ

n“0

anψd,nptq, t P R.

Más aún, para todo 0 ď n ď d:

|anpQq| ď |anpTdq| sup
tPr´1,1sn

|Qptq|, (2.17)
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donde Td es el polinomio de Chebyshev de grado d. En particular, tenemos la estimación
óptima

|anpQq| ď

mintd´n,nu
ÿ

m“0

4m
ˆ

d

2m

˙ˆ

d´ 2m

n´m

˙

sup
tPr´1,1sn

|Qptq|. (2.18)

Demostración. Comenzaremos probando que todo polinomio Qptq de grado d, es una com-
binación de los elementos ψd,m p0 ď m ď dq donde la unicidad se desprende del álgebra
lineal. En el proceso tendremos una expresión de los coeficientes, con eso probaremos la
desigualdad (2.17) y finalmente calcularemos expĺıcitamente los coeficientes anpTdq donde
concluiremos que por (2.17) vale (2.18).

Comenzamos tomando d` 1 puntos arbitrarios y fijos (a pesar que luego los elegiremos
cuidadosamente)

´1 ď t0 ă t1 ă ... ă td ď 1.

Podemos comprobar fácilmente que tenemos asociada, lo que se conoce como la base poli-
nomial de Lagrange, que viene dada por

∆mptq “
d
ź

j“0,j‰m

t´ tj
tm ´ tj

, 0 ď m ď d, (2.19)

y satisface que

Qptq “
d
ÿ

m“0

Qptmq∆mptq, t P r´1, 1s, (2.20)

ya que si restamos los polinomios, conseguimos otro de grado a lo sumo d con d` 1 ráıces
distintas (las cuales son tj con 0 ď j ď d`1), por lo tanto dicha resta debe ser el polinomio
nulo.

Ahora escribimos el polinomio ∆mptq en términos de ψd,nptq. Notar que

d
ź

j“0,j‰m

pt´ tjq “
d
ź

j“0,j‰m

ˆˆ

1` t

2

˙

p1´ tjq ´

ˆ

1´ t

2

˙

p1` tjq

˙

.

Expandiendo el producto y agrupando términos, tenemos la siguiente expresión

d
ź

j“0,j‰m

pt´ tjq “
d
ÿ

n“0

αm,np´1qd´n
ˆ

1` t

2

˙nˆ1´ t

2

˙d´n

, (2.21)

donde los coeficientes αm,n son

αm,n “
ÿ

SĂrdsm,|S|“n

ź

jPS

p1` tjq
ź

jPrdsmzS

p1´ tjq, (2.22)

con rdsm “ t1, ..., duztmu. Reemplazando (2.21) en (2.19), junto a la expresión (2.20)
concluimos que
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Qptq “
d
ÿ

n“0

˜

d
ÿ

m“0

Qptmq
αm,np´1qd´n
ś

j‰mptm ´ tjq

¸

ψd,nptq, t P r´1, 1s. (2.23)

Esto muestra que los coeficientes an existen y están dados expĺıcitamente por

an “ anpQq “
d
ÿ

m“0

Qptmq
αm,np´1qd´n
ś

j‰mptm ´ tjq
, 0 ď n ď d, (2.24)

consiguiendo aśı la primer parte de la proposición.

Ahora mostremos (2.17). Notar primero que los tj
1s se ordenan acorde a la partición

tomada antes, donde

ź

j‰m

ptm ´ tjq “ p´1qd´m
ź

j‰m

|tm ´ tj |,

reescribimos (2.24) como

an “ anpQq “ p´1qn
d
ÿ

m“0

Qptmq
αm,np´1qm

ś

j‰m |tm ´ tj |
.

Otra observación útil que se desprende de (2.22), es que αm,n ě 0 para todo m,n. Sin pérdi-
da de generalidad podemos asumir que suptPr´1,1s |Qptq| “ 1 normalizando el polinomio y
también podemos elegir los siguientes puntos de interpolación

tm “ cos
´mπ

d

¯

, m “ 0, ..., d,

que satisfacen la condición de la partición. Recordando que el polinomio de Chebyshev Td
de grado d, satisface que Tdptmq “ p´1qm para todo 0 ď m ď d, pues cumple la propiedad
Tnpcospθqq “ cospnθq. Podemos plantear lo siguiente

|ampQq| ď
d
ÿ

m“0

αm,n
ś

j‰ m |tm ´ tj |
“

d
ÿ

m“0

Tdptmqαm,np´1qm
ś

j‰ m |tm ´ tj |
“ p´1qnampTdq,

esto implica (2.17). Finalmente, calculemos los coeficiente anpTdq usando la expresión del
polinomio de Chebyshev:
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Tdptq “

r d
2
s

ÿ

m“0

ˆ

d

2m

˙

pt2 ´ 1qmtd´2m

“

r d
2
s

ÿ

m“0

ˆ

d

2m

˙

pt´ 1qmpt` 1qm
ˆ

t´ 1

2
`
t` 1

2

˙d´2m

“

r d
2
s

ÿ

m“0

ˆ

d

2m

˙

pt´ 1qmpt` 1qm
d´2m
ÿ

k“0

ˆ

d´ 2m

k

˙ˆ

t´ 1

2

˙k ˆ t` 1

2

˙d´2m´k

“

r d
2
s

ÿ

m“0

d´2m
ÿ

k“0

ˆ

d

2m

˙ˆ

d´ 2m

k

˙

22m

ˆ

t´ 1

2

˙k`mˆ

t` 1

2

˙d´m´k

“

d
ÿ

n“0

¨

˝

mintd´n,nu
ÿ

m“0

4m
ˆ

d

2m

˙ˆ

d´ 2m

n´m

˙

˛

‚

ˆ

t´ 1

2

˙nˆ t` 1

2

˙d´n

.

Por lo tanto

anpTdq “ p´1qn
mintd´n,nu

ÿ

m“0

4m
ˆ

d

2m

˙ˆ

d´ 2m

n´m

˙

, (2.25)

y aśı termina de demostración.

Lo siguiente será demostrar la Proposición 2.2.2.

Demostración. Fijemos x, y P t˘1un. Notar que como LQ es af́ın en cada variable, para
todo t P r´1, 1s tenemos que

P ptq “ Q

ˆ

1` t

2
x`

1´ t

2
y

˙

“

d
ÿ

m“0

ˆ

d

m

˙ˆ

1` t

2

˙mˆ

1´ t

2

˙d´m

LQp

m
hkkikkj

x, ..., x,

d´m
hkkikkj

y, ..., yq.

(2.26)
Más aún, P ptq es la evaluación de Q en una combinación convexa de elementos en r´1, 1sn,
aśı

sup
tPr´1,1s

|P ptq| ď }Q}8.

Sin perdidad de generalidad podemos asumir que }Q}8 “ 1. Aplicando (2.18) en (2.26)
tenemos que, si 0 ď m ď d

2 , entonces conseguimos la acotación

|LQp

m
hkkikkj

x, ..., x,

d´m
hkkikkj

y, ...y q| ď
1

`

d
m

˘

m
ÿ

k“0

4k
ˆ

d

2k

˙ˆ

d´ 2k

m´ k

˙

.

Usando la fórmula de aproximación de Stirling

p2kq! “

ˆ

2k

k

˙

pk!q2 ě
4k

2
?
k
pk!q2, k ě 1.
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Entonces

1
`

d
m

˘

m
ÿ

k“0

4k
ˆ

d

2k

˙ˆ

d´ 2k

m´ k

˙

“

m
ÿ

k“0

4k
m!pd´mq!

p2kq!pm´ kq!pd´m´ kq!

ď 1`
m
ÿ

k“1

2
?
k

ˆ

m

k

˙ˆ

d´m

k

˙

ď 2
m
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙

pd´ 1qk “ 2dm,

esto completa la demostración.

2.2.3. Demostración del caso de grado d

Para la demostración del caso general 0.0.2 seguimos la estrategia como en el caso
homogéneo, pero antes debemos introducir algunas nociones más.

Para cada n P N y cada subconjunto finito A Ă N definimos los conjuntos

I0pA,nq :“ ti : AÑ rns Y t0uu

J0pA,nq :“ tj : AÑ rns Y t0u no decrecienteu.

En el caso A “ rds para d P N, denotamos los conjuntos I0pd, nq y J0pd, nq respectivamente.
Tomamos i P J0pA,nq, y escribimos supppiq “ tk : ipkq ‰ 0u que llamaremos el soporte de
i. Consideramos la relación de equivalencia definida para i1, i2 P I0pA,nq como i1 „ i2 si y
sólo si existe una biyección σ : AÑ A tal que i1 “ i2 ˝ σ.

Notar que para cada i P I0pA,nq tenemos un único j P J0pA,nq tal que j P ris donde ris
es la clase de equivalencia de i. Con esta identificación reescribimos la expansión monomial
(2.12) de un polinomio de grado d Q : Rn Ñ R como

Qpxq “
ÿ

jPJ0pd,nq

aj
ź

kPsupppjq

xjpkq, x P Rn. (2.27)

Recordar que el polinomio tetraedral es af́ın en cada variable, usando la notación de (2.27)
vemos que los coeficientes distintos de cero aj deben satisfacer que j es inyectivo en su
soporte.

Decimos que un elemento i P I0pA,nq es af́ın si ipkq ‰ ipk̂q donde k, k̂ P supppiq son
diferentes; notar que todo elemento de ris también es af́ın. Como consecuencia el polinomio
tetraedral tiene una expansión monomial de la forma

Qpxq “
ÿ

jPJ0pd,nq af́ın

aj
ź

kPsupppjq

xjpkq, x P Rn. (2.28)

De otra manera, la asociación de la forma d -af́ın de un polinomio Q con la expansión
monomial (2.27) está dada por

LQpx
p1q, ..., xpdqq “

ÿ

iPI0pA,nq
ci

ź

kPsupppiq

x
pkq
ipkq, (2.29)
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donde ci “
aj
|rj|s si i P rjs. De nuevo, usaremos la cardinalidad de ris, i P I0pA,nq que está

dada por

|ris| “
|A|!

|tk : ipkq “ 0u|!|tk : ipkq “ 1u|!...|tk : ipkq “ nu|!
. (2.30)

Más aún, si A1 y A2 son dos subconjuntos disjuntos de N, entonces la suma directa de
i1 P I0pA1, nq y i2 P I0pA2, nq está definida con la siguientes función

I0pA1 YA2, nq Q i1 ‘ i2 : A1 YA2 Ñ rns Y t0u.

En particular, I0pd, nq “ I0pS, nq ‘ I0pŜ, nq para S Ă rds y Ŝ :“ rdszS.
En lo que sigue demostraremos el resultado principal del caṕıtulo, es decir el Teorema

0.0.2.

Demostración. Fijo 0 ď m ď d. Sea f : t˘1un Ñ R una función de grado d y Qf el
polinomio teatraedral asociado. Sabemos por (2.28) que tiene una expansión monomial

Qf pxq “
ÿ

jPJ pd,nq
aj

ź

kPsupppjq

xjpkq,

donde aj “ 0 cuando j no es af́ın, extendemos esta definición poniendo ai “ aj si i P rjs
para i P I0pd, nq, j P J0pd, nq. Sea Lf : pRnqd Ñ R es la forma d-af́ın de Qf descripta
anteriormente. Para todo S Ă rds y xp1q, ..., xpdq P Rn

Lf px
p1q, ..., xpdqq “

ÿ

i1PI0pS,nq

ÿ

i2PI0pŜ,nq

ci1‘ i2

ź

kPsupppi1q

x
pkq
i1pkq

ź

kPsupppi2q

x
pkq
i2pkq

,

donde
ci1‘i2 “

ai1‘i2
|ri1 ‘ i2s|

.

Para la igualdad se puede verificar que la parte derecha satisface las tres condiciones I, II,
III (2.2.1) y recordar que Lf es la única forma que cumple las condiciones. Para |S| “ m y
x, y P r´1, 1sn, evaluando el mapa Lf en los elementos xpkq “ x si k P S y xpkq “ y si k R S
y por la simetŕıa de Lf tenemos que

Lf p

m
hkkikkj

x, ..., x,

d´m
hkkikkj

y, ..., yq “
ÿ

i1PI0pS,nq

ÿ

i2PI0pŜ,nq

ci1‘i2
ź

kPsupppi1q

xi1pkq
ź

kPsupppi2q

yi2pkq

“
ÿ

j1PJ0pS,nq

ÿ

j2PJ0pŜ,nq

|rj1s| ¨ |rj2s| ¨ cj1‘ j2xj1yj2

“
ÿ

j1PJ0pS,nq

ÿ

j2PJ0pŜ,nq

Aj1‘ j2xj1yj2 ,

donde

Aj1‘ j2 “
|rj1s| ¨ |rj2s|

|rj1 ‘ j2s|
aj1‘j2 . (2.31)
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Notar que el coeficiente aj1‘j2 distinto de cero satisface que j1 ‘ j2 es af́ın, implica en
particular que j1, j2 son afines y por (2.30) en este caso, podemos acotar

|rj1 ‘ j2s|

|rj1s| ¨ |rj2s|
“

d! ¨ |tk : j1pkq “ 0u|! ¨ |tk : j2pkq “ 0u|!

p|tk : pj1 ‘ j2qpkq “ 0u|q! ¨m! ¨ pd´mq!
ď

ˆ

d

m

˙

. (2.32)

Usando la desigualdad de Blei (2.3), tenemos que

¨

˝

ÿ

jPJ0pd,nq

| aj|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď

»

—

—

–

ź

SĂrds,|S|“k

¨

˚

˝

ÿ

j1PJ0pS,nq

¨

˝

ÿ

j2PJ0pŜ,nq

| aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

fi

ffi

ffi

fl

1

pdkq

.

(2.33)
Para S Ă rds fijo tal que |S| “ m, estimaremos cada factor del lado derecho de la desigual-

dad anterior. Si denotamos ρr “ pr´1q
´1
2 para r ą 1, entonces usando (2.7) y (2.32), para

cada j1 P J0pS, nq tenemos

¨

˝

ÿ

j2

|aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

“
|rj1 ‘ j2s|

|rj1s| ¨ |rj2s|

¨

˝

ÿ

j2

|Aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

(2.34)

ď

ˆ

d

m

˙

¨

˝

ÿ

j2

|Aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

“

ˆ

d

m

˙

¨

˝Ex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘ j2xj2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2˛

‚

1
2

(2.35)

ď

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

¨

˚

˝

Ex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘ j2xj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

. (2.36)

Sumando sobre todo j1 P J0pS, nq obtenemos

¨

˚

˝

ÿ

j1

¨

˝

ÿ

j2

|aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

ď

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

¨

˚

˝

ÿ

j1

Ex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘j2xj1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

“

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

¨

˚

˝

Ex

»

—

–

ÿ

j1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘j2xj1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2m
m`1

fi

ffi

fl

˛

‹

‚

m`1
2m

ď

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

sup
xPt˘1un

¨

˚

˝

ÿ

j1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘ j2xj1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

.
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Y aśı el último supremo lo acotamos usando el segundo resultado de Polarización (la
Proposición 2.2.2)

sup
xPt˘1un

¨

˚

˝

ÿ

j1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j2

Aj1‘j2xj1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

ď BHďm
t˘1u sup

x,yPt˘1un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

j1

ÿ

j2

Aj1‘j2xj1yj2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ BHďm
t˘1u sup

x,yPt˘1un
|Lf p

m
hkkikkj

x, ...x ,

d´m
hkkikkj

y, ..., yq|

“ BHďm
t˘1u2d

m}f}8.

Por lo tanto

¨

˚

˝

ÿ

j1

¨

˝

ÿ

j2

| aj1‘j2 |
2

˛

‚

1
2

2m
m`1

˛

‹

‚

m`1
2m

ď BHďm
t˘1u

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

2dm}f}8.

Como S es arbitrario, podemos aplicar esta cota para cada factor del lado derecho de (2.33)
obteniendo

¨

˝

ÿ

jPJ0pd,nq

| aj|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď BHďm
t˘1u

ˆ

d

m

˙

ρd´m2m
m`1

2dm}f}8.

Consecuentemente

BHďd
t˘1u ď BHďm

t˘1uρ
d´m
2m
m`1

ˆ

d

m

˙

2dm “ BHďm
t˘1u

ˆ

m` 1

m´ 1

˙
d´m

2
ˆ

d

m

˙

2dm

ď BHďm
t˘1u

ˆ

1`
2

m´ 1

˙
d´m

2

d2m ď BHďm
t˘1u exp

ˆ

d´m

m´ 1
` 2m log d

˙

ď BHďm
t˘1u exp

ˆ

2

ˆ

d

m` 1
`m log d

˙˙

.

Tomando m “ r
a

d{ log ds en la desigualdad previa tenemos

BHďd
t˘1u ď BH

ďr
?
d{ log ds

t˘1u exp
´

4
a

d log d
¯

,

e iterando (como en el caso homogéneo) concluimos la afirmación.

2.3. Observaciones y Problemas Abiertos

2.3.1. La conjetura de Aaronson-Ambainis

El Teorema 0.0.2 prueba que la constante BHďd
t˘1u crece a lo sumo subexponencial en el

grado d, pero podŕıa ser cierto que crece a lo sumo polinomialmente, i.e., BHďd
t˘1u ď polypdq.
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En lo siguiente intentaremos explicar cómo el ciclo de ideas de Bohnenblust-Hille y lo
anterior está vinculado con la teoŕıa de información cuántica.

Tomando n, k P N, una función f : pt˘1unqk Ñ R se dice que es una forma multilineal
si ésta es lineal en cada entrada, i.e., para x1 P Rn e y P Rn (y similarmente para las demás
posiciones)

fpx1 ` y, x2, ..., xkq “ fpx1, x2, ..., xkq ` fpy, x2, ..., xkq.

Toda función Booleana k-homogénea la podemos escribir como

fpx1, ..., xkq “
ÿ

1ďi1,...,ikďn

ai1,...ikx
1
i1 ...x

k
ik
, x1, ..., xk P t˘1un.

Montanaro probó en [Mon12] que

˜

ÿ

1ďi1,...,ikďn

|ai1...ik |
2k
k`1

¸
k`1
2k

ď kC}f}8, (2.37)

donde C ą 0 es una constante absoluta y

}f}8 “ máx
x1,...,xkPt˘1un

|fpx1, ..., xkq|.

Además aplicó esta estimación para juegos XOR en la teoŕıa de informatica cuántica, aśı
como para resolver un caso especial de la conjetura de Aaronson-Ambainis en [AA14] que
comentaremos a continuación.

Conjetura 2.3.1. (Aaronson-Ambainis) Existen constantes absolutas c1, c2 ą 0 tal que
para toda función f : t˘1un Ñ r´1, 1s de grado d se satisface

c1pV arpfq{dq
c2 ď máx

1ďjďn
Infjpfq, (2.38)

donde V arpfq :“
ř

S‰H f̂pSq
2 e Infjpfq :“

ř

jPS f̂pSq
2 para todo j P rns.

Notar que si la varianza de f es grande en proporción al grado d (por el d dividiendo
en la desigualdad) estaŕıamos diciendo que existe un j P rns tal que la j-influencia de f es
un valor significativo.

Aaronson y Ambainis en 2008 mostraron que de ser cierto este resultado implicaŕıa una
conjetura bien conocida sobre el poder de la computación cuántica, que se remonta a una
pregunta de 1999 hecha por Fortnow y Rogers en [FR99]. Informalmente la conjetura afirma
que todos los algoritmos de consulta cuántica podŕıan simularse eficientemente mediante
algoritmos de consultas clásicas en la mayoŕıa de las entradas.

El trabajo de Aaronson y Ambainis [AA14] donde se enuncia la conjetura, lleva de
t́ıtulo “La necesidad de estructura en aceleraciones cuánticas” dicho t́ıtulo se relaciona con
la siguiente situación comentada por los autores: si la conjetura fuera cierta seguiŕıa siendo
coherente con la existencia de algoritmos cuánticos como el de Simon y Shor. Estos son algo-
ritmos que se pueden resolver exponencialmente más rápido en una computadora cuántica
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que en una computadora clásica. Simplemente lo que se demostraŕıa es la importancia de
la estructura global para los algoritmos de Simon y Shor, es decir cierta cualidad en estos
algoritmos es extremadamente no aleatoria, por ejemplo, codificar una función periódica
(en el caso del algoritmo de Shor) o codificar una función que oculta una cadena secreta
s (en el caso de Simon). Esto subrayaŕıa que las aceleraciones cuánticas superpolinómicas
dependen de la estructura.

No está claro si existe o no un v́ınculo directo entre el supuesto crecimiento polinomial en
d de la constante de Bohnenblust-Hille BHďd

t˘1u con la Conjetura de Aaronson-Ambainis. Lo

relevante de la sección es que podemos destacar dos hechos que conectan ambas preguntas.

Siguiendo el enfoque de Montanaro en [Mon12, Corolario 20] tenemos en primer lugar:

Caso A 2.3.2. Supongamos que BHďd
t˘1u no crece más que polinomialmente en d. Entonces

para toda función f : t˘1un Ñ r´1, 1s de grado d tal que |f̂pSq| “ α para todo S Ă rns.
Se satisface que existen c1, c2 ą 0 constantes absolutas tal que

c1pV arpfq{dq
c2 ď máx

1ďjďn
Infjpfq,

para todo j P rns.

Observemos que esto da un caso particular de la conjetura de Aaronson-Ambainis, si
suponemos cierto el crecimiento como mucho polinomial de la constante de Bohnenblust-
Hille.

Demostración. Recordemos que V arpfq “
ř

S‰H f̂pSq
2 e Infjpfq “

ř

jPS f̂pSq
2 para todo

j P rns. Entonces si consideramos f : t˘1un Ñ r´1, 1s como en el enunciado. Obtenemos

V arpfq “ α2
d
ÿ

m“1

ˆ

n

m

˙

,

y para cada j P rns

Infjpfq “ α2
d
ÿ

m“1

ˆ

n´ 1

m´ 1

˙

“
α2

n

d
ÿ

m“1

m

ˆ

n

m

˙

.

Más aún, usando que
`

n
d

˘

ě pnd q
d tenemos

α

«

n

d

d
ÿ

m“1

ˆ

n

m

˙

ff

1
2

ď α

«

d
ÿ

m“1

ˆ

n

m

˙

ff

d`1
2d

ď

˜

ÿ

S‰H

|f̂pSq|
2d
d`1

¸
d`1
2d

ď BHďd
t˘1u.

Juntando todo obtenemos

V arpfq2

máx1ďjďn Infjpfq
ď α2n

d
ÿ

m“1

ˆ

n

m

˙

ď d
´

BHďd
t˘1u

¯2
ď b dl, (2.39)
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con b ą 0 y l ě 2 constantes absolutas, la última desigualdad se debe a la suposición que
BHďd

t˘1u no crece más que polinomialmente en d. Por otro lado, como 0 ă V arpfq ď 2 ya

que |fpxq| ď 1 para todo x P t˘1un, tenemos que

1

2l´2

1

b

ˆ

V arpfq

d

˙l

“
1

2l´2

1

b

V arpfq2V arpfql´2

dl
ď

1

b

V arpfq2

dl
. (2.40)

Luego de (2.39) y (2.40) concluimos

1

2l´2

1

b

ˆ

V arpfq

d

˙l

ď máx
1ďjďn

Infjpfq,

lo deseado.

Por otro lado, por [IDO06] podemos enunciar el siguiente resultado:

Caso B 2.3.3. Existen constantes absolutas c1, c2 ą 0 tal que para toda función
f : t˘1un Ñ r´1, 1s de grado d se satisface

c1pV arpfq{2
dqc2 ď máx

1ďjďn
Infjpfq,

para todo j P rns.

Notemos que esta afirmación se consigue reemplazando en la conclusión de la Conjetura
2.3.1 el d por el 2d. Se puede encontrar una breve prueba de este hecho basada en la
hipercontractividad en [OZ16]. Lo relevante es que existe una estrecha similitud entre la
idea principal de esta prueba y la demostración de las desigualdades de tipo Bohnenblust-
Hille, como detallaremos a continuación.

Demostración. Tomando f : t˘1un Ñ r´1, 1s de grado d tenemos que

V arpfq ď
n
ÿ

j“1

Infjpfq ď
c

máx
1ďjďn

Infjpfq
n
ÿ

j“1

b

Infjpfq. (2.41)

Siguiendo la notación y los pasos de la demostración del Teorema 0.0.2, tenemos que, si
S “ tdu y S1 “ rd´ 1s, entonces

n
ÿ

j“1

b

Infjpfq ď
ÿ

j1PJ pS,nq

¨

˝

ÿ

j2PJ pS1,nq
|aj1‘j2 |

2

˛

‚

1
2

.

Acotando esto último de la misma manera que en (2.34), con la distinción que en este caso
usaremos el resultado de hipercontractividad que compara la norma dos con la norma uno,
más precisamente (2.8), y aśı obtenemos

ÿ

j1PJ pS,nq

¨

˝

ÿ

j2PJ pS1,nq
|aj1‘j2 |

2

˛

‚

1
2

ď

ˆ

d

1

˙

ed´12d ď d2ed.
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Por lo tanto, aplicando esta estimación para (2.41) tenemos

V arpfq2

máx1ďjďn Infjpfq
ď d4e4d. (2.42)

Por otro lado, existe una constantes absolutas l ą 0 lo suficientemente grande tal que

d4e4d

2dl
ď 1.

Juntando esto con (2.42), se obtiene

1

2l´2

ˆ

V arpfq

2d

˙l

“
V arpfq2

d4e4d

V arpfql´2d4 e4d

2l´22dl
ď
V arpfq2

d4e4d
,

que es el resultado deseado.

Para finalizar comentamos que este estilo de problema parece estar bien popularizado
en ciertas comunidades, por ejemplo, Y. Filmus, H. Hatami, S. Heilman, E. Mossel, R.
O’Donnell, S. Sachdeva, A. Wan y K. Wimmer enumeran preguntas en su colección de
problemas abiertos “Análisis real en informática: una colección de problemas abiertos” (ver
[FHH`14]), donde se menciona que la conjetura de Aaronson y Ambainis se resuelve para
algunas clases especiales de funciones, un caso particular es cuando se toman las funciones
f : t˘1un Ñ t˘1u es decir, cuando f sólo alcanza dos valores. También la conjetura se
puede probar para polinomios simétricos f : t˘1un Ñ r´1, 1s, más precisamente:

Definición 2.3.4. Sea la función f : t˘1un Ñ R se dice simétrica si fpx1, .., xnq es
independiente por permutaciones en las variables x1, ..., xn.

Enunciemos el resultado exacto:

Teorema 2.3.5. Existe una constante universal c1 ą 0 tal que para cualquier función
simétrica f : t˘1un Ñ r´1, 1s de grado d, existe j P rns tal que

c1 pV arpfq{dq
4
ď Infjpfq.

Podemos encontrar la prueba en [Bac12]. Un comentario adicional es que la prueba en
el caso simétrico es factible porque la expresión de la j-influencia de f no depende de j,
para aclarar esta afirmación se puede probar (ver [O’D14, pág. 48]) que

Infjpfq “ E|Djpfq|
2,

donde Djpfqpx1, ..., xnq :“
fpx1,...,xj ,...,xnq´fpx1,...,´xj ,...,xnq

2 , y la esperanza se toma en t˘1un.

Entonces uno puede reemplazar la j-ésima influencia por 1
nE

´

řn
j“1 |Djpfq|

2
¯

, luego la

pregunta se convierte según los expertos en “un problema t́ıpico de multiplicadores de
Fourier” y conocen técnicas para abordarlo.
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2.3.2. Norma de Lorentz

Otro espacio en el que se han estudiado las desigualdades de Bohnenblust-Hille es el
espacio de sucesiones de Lorentz, en lo que sigue trataremos de comentar algunos resul-
tados y cómo por este camino podemos generalizar la constante de Bohenblust-Hille para
funciones en el cubo Booleano.

Definición 2.3.6. Dado K “ R o C consideramos KN, el espacio vectorial de todas las
sucesiones pxnqnPN con xn P K. Un espacio de sucesiones de Banach es un subespacio X
de KN dotado de una norma completa tal que, si x “ pxnqn P K

N e y “ pynqn P X son
sucesiones que cumplen |xn| ď |yn| para todo n P N, entonces x P X y }x} ď }y}.

Observemos que aqúı indexamos las sucesiones en N, pero también podriamos indexar
las sucesiones en un subconjunto I Ă N, como haremos luego.

Definición 2.3.7. Un espacio de sucesiones de Banach es simétrico si xσ “ pxσpnqqn P X
y }xσ} “ }x} para toda permutación σ de N .

Consideremos el espacio de sucesiones de Banach pXpIq, }¨}Xq con sucesiones a C-valores
pxiqiPI . En lo que sigue, los espacios de Lorentz jugarán un rol importante.

Definición 2.3.8. Tomando 1 ď p ă 8 y 1 ď q ď 8, el espacio de Lorentz `p,qpIq (`p,q
para abreviar), consiste de todas las sucesiones x “ pxiqiPN para el cual la expresión

}x}`p,q “

$

’

’

&

’

’

%

´

ř

kPJ x
˚
k
qk

q
p
´1
¯

1
q

si q ă 8

supkPJ k
1
px˚k si q “ 8,

(2.43)

es finita. Aqúı, como es usual para x “ pxiqiPI P `8pIq, denotamos por x˚ “ px˚j qjPJ el
reordenamiento decreciente de x definido por

x˚j “ ı́nftλ ą 0,#ti P I, |xi| ą λu ď ju, j P J,

donde J “ t1, ..., nu cuando cardpIq “ n y J “ N cuando I es infinito.

La expresión (2.43) es una norma si q ď p, y es una cuasi-norma si q ą p, es decir no
cumple la desigualdad triangular pero śı }x ` y} ď kp}x} ` }y}q para algún k ą 0. En el
segundo caso } ¨ }`p,q es equivalente a una norma. Por supuesto `p,p es el espacio `p ya que
la aplicación x Ñ x˚ es una isometŕıa. Andreas Defant y Mieczyslaw Masytilo en [DM16]
probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.3.9. Para cada entero positivo d el espacio de Lorentz ` 2d
d`1

,1 es el espacio

X de sucesiones de Banach simétrico más pequeño para el cual existe una desigualdad de
Bohnenblust-Hille (reemplazando en el lado izquierdo de la desigualdad la norma ` 2d

d`1
por

la norma de X).



36 CAPÍTULO 2. ESPECTRO DE FOURIER EN EL CUBO BOOLEANO

La expresión “más pequeño” hace referencia al suceso más general que encontramos
con dellate en [BKS88, Teorema 2.5.2]: Si 1 ď p ă 8 y X es un espacio de sucesiones de
Banach simétrico con norma } ¨ }X entonces tenemos que `p,1 ãÑ X con

}x}X ď }x}`p,1 , x P `p,1.

El siguiente teorema motiva la generalización de la desigualdad de Bohenblust-Hille para
funciones f : t˘1un Ñ R de grado d.

Teorema 2.3.10. Existe L ě 1 tal que para toda función f : t˘1un Ñ R de grado d se
satisface

Dpn,dq
ÿ

k“1

f˚pkq
1

k
d´1
2d

ď Ld}f}8, (2.44)

donde Dpn, dq “
řd
m“0

`

n
m

˘

y pf˚pkqq
Dpn,dq
k“1 es el reordenamiento decreciente de

´

|f̂pSq|
¯

SĂrns,|S|ďd
.

Notar que la norma en la parte izquierda de la desigualdad (2.44) es la norma del
espacio de Lorentz

` 2d
d`1

,1 ptS : S Ă rns, |S| ď duq “

¨

˝

ź

SĂrns,|S|ďd

R, } ¨ } 2d
d`1

,1

˛

‚,

y como ya mencionamos, podemos entender el resultado como una generalización de la
desigualdad Bohnenblust-Hille para funciones en el cubo Booleano con la restricción de
que no sabemos si la constante en (2.44) todav́ıa se comporta subexponencialmente. Si
Cpdq denota la mejor constante posible en (2.44) (reemplazando Ld), entonces la siguiente
idea de la demostración muestra que

ĺım sup
dÑ8

Cpdq
1
d ď

?
2p1`

?
2q.

Demostración. Sea f : t˘1un Ñ R un polinomio de grado d. Si Qf es el correspondiente
polinomio tetraedral, luego considerando un polinomio complejo (de grado d) se deduce de
[DM16, Teorema 16] que para cada ε ą 0 existe una constante Cpεq que depende sólo de ε
tal que

›

›

›

›

´

f̂pSq
¯

SĂrns,|S|ďd

›

›

›

›

` 2d
d`1

,1

ď Cpεqp
?

2` εqd sup
zPDn

|Qf pzq|. (2.45)

Tener en cuenta que el resultado en [DM16, Teorema 16] se realiza para funciones ho-
mogéneas de grado d. Pero el resultado se extiende fácilmente al caso de grado d; de hecho,
cada polinomio grado d, Qf en r´1, 1sn puede verse como un polinomio d-homogéneo en
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Tn`1 con la misma norma compleja y los mismos coeficientes. Por otro lado, recordemos
el resultado de Klimek del Lema 1.0.9 (2)

sup
zPDn

|Qf pzq| ď p1`
?

2qd sup
xPr´1,1s

|Qf pxq|.

Combinando esto con (2.45) obtenemos (2.44).
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Caṕıtulo 3

Fenómeno de Bohr para funciones
en el cubo Booleano

Para comenzar presentaremos la definición principal del caṕıtulo, el radio Booleano
para una familia de funciones F en t˘1uN , pero primero lo definiremos para una función
cualquiera f : t˘1uN Ñ R:

Definición 3.0.1. El radio Booleano de una función f : t˘1uN Ñ R es el número positivo
ρ “ ρpfq que satisface

ÿ

SĂrNs

|f̂pSq|ρ|S| “ }f}8.

En general, calcular el radio Booleano exacto de una función dada puede ser complicado,
tanto como determinar los coeficientes de Fourier. Sin embargo, es posible dar estimaciones
cuando conocemos alguna caracteŕıstica de la función, como el número de variables de las
que depende, la distribución del espectro de Fourier (ya sea que se concentre en niveles
bajos o en conjuntos con el mismo cardinal) o el tamaño de Erf s en relación con }f}8.
Para esto consideremos el siguiente concepto:

Definición 3.0.2. Tomemos una clase F de funciones en el cubo Booleano t˘1uN , el radio
Booleano de F es definido como

ρpFq “ sup

$

&

%

ρ ě 0 :
ÿ

SĂrNs

|f̂pSq|ρ|S| ď }f}8, para toda f P F

,

.

-

,

o equivalentemente

ρpFq “ ı́nftρpfq : f P Fu.

Con el fin de estudiar este radio nos concentraremos en las siguientes cinco clases,
que naturalmente surgen del desarrollo de la expansión de Fourier-Walsh de una función

39
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cualquiera. Es decir, para cada f : t˘1uN Ñ R tenemos

fpxq “
ÿ

SĂrns

f̂pSqχS , x P t˘1uN . (3.1)

Definimos para cada N P N, 0 ď d ď N y 0 ď ρ ď 1:

BN :“ toda función f : t˘1uN Ñ R,
BN“d :“ toda función d-homogénea f : t˘1uN Ñ R,
BNhom :“ toda función homogénea f : t˘1uN Ñ R,
BNďd :“ toda función f : t˘1uN Ñ R con deg f ď d,

BNδ :“ toda función f : t˘1uN Ñ R satisfaciendo |Erf s| ď p1´ δq}f}8.

En la primera sección de este caṕıtulo se probará que el radio Booleano de BN obtiene la
fórmula

ρpBN q “ 2
1
N ´ 1 “

log 2

N
p1` op1qq.

Luego, en la siguiente sección trataremos con las familias de funciones homogéneas BN“m
y BNhom. En el Teorema 3.2.1 obtenemos que para cada 1 ď m ď N existe Cm (independiente
de N) tal que

C´1
m N

1
2m

ˆ

N

m

˙´ 1
2m

ď ρpBN“mq ď CmN
1

2m

ˆ

N

m

˙´ 1
2m

,

donde además ĺımmCm “ 1. Esto muestra que para m grande, la estimación previa es
asintóticamente óptima. La demostración de la acotación inferior se basa en un trabajo
reciente de la desigualdad (de tipo Bohnenblust-Hille (3.7)) mientras que la estimación su-
perior requiere de un argumento probabiĺıstico (ver Lema 3.2.3). El hecho que Cm converge
a uno es la llave para probar

ρpBNhomq “

c

logN

N
p1`Op1qq,

ver Corolario 3.2.2.
En la siguiente sección, trabajaremos con el caso de funciones de grado d, aqúı la

estimación para el radio Booleano de BNďd es menos precisa que en el caso homogéneo.
Mostraremos en el Teorema 3.3.1 que para cada 1 ď d ď N existen constantes cd y Cd
(independientes de N) tal que

cd
1

N
1
2

ď ρpBNďdq ď Cd
1

N
d´1
2d

.

La demostración de la acotación inferior requiere una desigualdad para funciones en t˘1uN

que podŕıa ser de interés independiente, y afirma lo siguiente: si f : t˘1un Ñ R es una
función de grado d, entonces
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˜

ÿ

S‰H

|f̂pSq|
2

¸
1
2

ď 2edp1´ |f̂pHq|q.

El trabajo previo para probarlo recuerda las desigualdades de F. Wiener y Caratheodory
para polinomios complejos (véase los Corolarios 3.3.3, 3.3.5 y el Teorema 3.3.2). Finalmente,
la última sección está apuntada a la estimación del radio Booleano de BNδ . El resultado
principal es el Teorema 3.4.1 el cual muestra que existe una constante absoluta C ą 0 tal
que para todo N P N y 1

2N
ď δ ď 1

C´1 1
?
N
b

logp2
δ q

ď ρpBNδ q ď C
1

?
N
b

logp2
δ q

.

Notar que δ “ 1
2N

es el valor “sensible” más pequeño, ya que para todo 0 ď δ ă 1
2N

tenemos
consecuentemente que

Ωp
1

N
q “ ρpBN q ď ρpBNδ q ď ρpBN1

2N
q “ Θp

1

N
q,

donde Ωpfpnqq “ gpnq significa que gpnq está acotado inferiormente por un múltiplo de
fpnq a partir de un cierto n P N y Θpfpnqq “ gpnq es la notación para decir que gpnq está
acotada inferior y superiormente por múltiplos de fpnq, cuando n es grande.

La demostracón de la estimación inferior del teorema depende de la desigualdad hiper-
contractiva, mientras que para la estimación superior tenemos el estudio del radio Booleano
de la siguiente familia de funciones (del tipo threshold)

ψα,N : t˘1uN Ñ R, ψα,N pxq “ signpx1 ` ...` xN ´ αq, 0 ď α ă N.

En efecto, probaremos en el Teorema 3.4.4 que existe una constante C ą 0 tal que para
todo 0 ď α ď N

C´1 1

α`
?
N
ď ρpψα,N q ď C

1

α`
?
N
.

La estrategia de la prueba permite dar la precisión asintótica del radio Booleano de la
función mayoŕıa MajN “ ψ0,N para N impar (Corolario 3.4.10).

3.1. Caso 1: Todas las funciones en el cubo Booleano

El siguente teorema dará con precisión el radio Booleano para todas las funciones en el
cubo Booleano N -dimensional t˘1uN .

Teorema 3.1.1. Para cada N P N

ρpBN q “ 2
1
N ´ 1. (3.2)

En particular,
ĺım
NÑ8

NρpBN q “ log 2` opNq.
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Comparando este resultado con el caso complejo, es decir para todos los polinomios
fpzq “

ř

αPNN0
f̂pαqzα, en el N -ésimo toro dimensional TN definido en (1.4), en el caso

Booleano tenemos la estimación precisa de ρpBN q para todo N , y en el caso de complejo
sólo se conoce para N “ 1, como vimos en el Teorema 0.0.1. Un ingrediente relevante de la
prueba original de K1 “

1
3 (más precisamente la modificación de la demostración de Bohr

por M. Riesz, I. Schur, y F. Wiener) es un resultado de F. Wiener el cual establece que
para toda función holomorfa f con coeficientes cn en el disco abierto D y con }f}8 ď 1 se
tiene

|cn| ď 1´ |co|
2
ď 2p1´ |c0|q, n P N. (3.3)

El punto clave de la demostración del Teorema 3.1.1 es que para el caso Booleano tenemos
un resultado más fuerte del tipo F. Wiener, como muestra el siguiente lema:

Lema 3.1.2. Para toda función f : t˘1uN Ñ r´1, 1s y par de subconjuntos A,B Ă rN s
con A ‰ B tenemos que

|f̂pAq| ` |f̂pBq| ď 1.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe k P BzA. Entonces,
para cada x P t˘1uN tenemos que

fpx1, ..., xk, ..., xN q “
ÿ

SĂrNsztku

f̂pSqxS `
ÿ

SĂrNs,kPS

f̂pSqxS ,

y
fpx1, ...,´xk, ..., xN q “

ÿ

SĂrNsztku

f̂pSqxS ´
ÿ

SĂrNs,kPS

f̂pSqxS .

Como }f}8 ď 1, combinando ambas igualdades conseguimos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

SĂrNszk

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

SĂrNs,kPS

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1.

Luego la afirmación se cumple, pues

|f̂pAq| ` |f̂pBq| “ |ErfxAs| ` |ErfxBs|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Er
ÿ

SĂrNszk

f̂pSqxSxAs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Er
ÿ

SĂrNs,kPS

f̂pSqxSxBs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

SĂrNszk

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

SĂrNs,kPS

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1,

donde en la penúltima desigualdad introdujimos el módulo en la esperanza y sumamos
sobre los conjunos S Ă rN s respetando la inclusión/exclusión de k en S.
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Estamos listos para probar el Teorema 3.1.1.

Demostración. Sea f : t˘1uN Ñ R con }f}8 ď 1. Aplicando la estimación del Lema 3.1.2,
para todo ρ ą 0 tenemos

ÿ

SĂrNs

|f̂pSq|ρ|S| “ |f̂pHq| `
ÿ

S‰H

|f̂pSq|ρ|S|

ď |f̂pHq| ` p1´ |f̂pHq|q
N
ÿ

k“1

ˆ

N

k

˙

ρk

“ |f̂pHq| ` p1´ |f̂pHq|qpp1` ρqN ´ 1q.

Si tomamos ρ “ 2
1
N ´ 1, entonces el último término es igual a 1 y concluimos que ρpBN q ě

2
1
N ´ 1. Estimemos ahora ρN por arriba. Denotamos por 1 P t˘1uN el elemento cuyas

entradas son todas iguales a 1. Observemos que la función F : t˘1uN Ñ t˘1u dada por

F pxq “

"

´1 si x “ 1
1 si x ‰ 1,

la expansión de Fourier de F está dada por

F pxq “ 1´
1

2N´1
`

ÿ

S‰H

´1

2N´1
xS , x P t˘1uN .

Para ver esto, notar que la función f : t˘1uN Ñ R definida como fpxq “ 1 para x “ 1 y
fpxq “ 0 para x ‰ 1 tiene la siguiente expansión Fourier

fpxq “
N
ź

n“1

ˆ

1` xn
2

˙

“
1

2N

ÿ

SĂN

xS , x P t˘1uN ,

como F pxq “ 1 ´ 2fpxq para todo x P t˘1uN , la expansión de Fourier deseada para F se
sigue haciendo un despeje.

Finalmente, por la definición del radio Booleano ρN “ ρpBN q obtenemos que

1 “ }F }8 ě 1´
1

2N´1
`

ÿ

S‰H

1

2N´1
ρ
|S|
N “ 1´

1

2N´1
`

1

2N´1
pp1` ρN q

N ´ 1q.

Aśı debe ocurrir p1` ρN q
N ´ 1 ď 1, despejando conseguimos la acotación superior de ρN

y esto prueba que ρN “ 2
1
N ´ 1.
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3.2. Caso 2: Las funciones homogéneas

El problema de estimación del radio Booleano en las clases de funciones homogéneas
BN“m y BNhom en el cubo Booleano t˘1uN es más delicado que el caso BN , como podemos
notar en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Existe una constante C ą 1 tal que para todo 1 ď m ď N

cmN
1

2m

ˆ

N

m

˙
´1
2m

ď ρpBN“mq ď CmN
1

2m

ˆ

N

m

˙
´1
2m

, (3.4)

donde

cm “
1

m
1

2mC

b

logm
m

y Cm “ C
1
m .

Antes de pasar a las consecuencias de este resultado y su demostración, comparemos
el resultado análogo que conocemos para el toro N -dimensional TN (en lugar del cubo
Booleano t˘1uN ). Recordando la definición del radio m-homogéneo de Bohr K“m

N (ver
(1.8)) se sabe que cumple la siguiente estimación (podemos ver la prueba impĺıcitamente
en [PSS14] y [DFOC`11]): existe una constante absoluta D ą 1 tal que para todo m,N
satisface

1

D

´m

N

¯
m´1
2m

ď K“m
N ď D

´m

N

¯
m´1
2m

, (3.5)

por lo tanto para m fijo, el decaimiento asintótico del radio de Bohr K“m
N y el radio

Booleano ρpBN“mq coinciden.
El control del decaimiento de cm y Cm cuando mÑ8 dará lo siguiente.

Corolario 3.2.2.

ĺım
NÑ8

d

N

logN
ρpBNhomq “ 1.

Basado en la fórmula anterior llegamos a la conclusión esencial de que el estudio del
radio Booleano y radio de Bohr muestra una notable diferencia. De hecho si tenemos en
cuenta que

ĺım
NÑ8

d

N

logN
KN
hom “ 1, (3.6)

donde la definición de KN
hom está hecha en (1.6) (veáse [PSS14] y [DFOC`11]), entonces

en el caso complejo, el radio de Bohr de todos los polinomios (1.5) y el radio de Bohr de
todos los polinomios homogéneos (3.6) no se distinguen. Pero para las funciones en el cubo
Booleano t˘1uN , por el precedente corolario y el resultado del Teorema 3.1.1 muestra una
diferencia dramática.

La razón más profunda de esta diferencia es la distorsión entre una función f : t˘1uN Ñ R
y las partes homogenéas de esta, es decir la siguiente expresión representa la parte m-
homogénea de una función f : t˘1uN Ñ R
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fmpxq “
ÿ

SĂrNs,|S|“m

f̂pSqxS , 0 ď m ď N,

entonces se vuelve visible si comparamos con la norma supremo, la estimación

}fm}8 ď Cm}f}8,

donde la mejor constante C por lo menos es mayor o igual a
?

2 ` 1 por el Lema 1.0.9,
mientras que por la desigualdad de Cauchy el resultado análogo para polinomios complejos
en TN , obtenemos una constante igual a 1.

Para la demostración del Teorema 3.2.1 y Corolario 3.2.2 necesitamos resultados preli-
minares. Por un lado necesitamos el resultado principal del caṕıtulo anterior, el cual dice
que existe una constante absoluta C ą 0 tal que para toda función f : t˘1uN Ñ R de
grado d tenemos que

¨

˝

ÿ

|S|ďd

|f̂pSq|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d

ď C
?
d log d}f}8. (3.7)

La caracteŕıstica relevante para nosotros es que la constante involucrada tiene crecimiento
subexponencial en el sentido que

ĺım
dÑ8

´

C
?
d log d

¯
1
d
“ 1,

esto jugará un rol fundamental en la demostración de Teorema 3.2.1. El segundo resultado
es de naturaleza probabiĺıstica. En particular, es consecuencia de un hecho popularmente
conocido como la desigualdad de tipo Kahane-Salem-Zygmund, y será crucial para estimar
ρpBNmq superiormente.

Lema 3.2.3. Para todo N P N y para toda familia de números reales pcSqSĂrNs, existe una
elección de signos pξSqSĂrNs en t˘1u tal que

›

›

›

›

›

›

ÿ

SĂrNs

ξScSxS

›

›

›

›

›

›

8

ď 6
a

log 2
?
N

¨

˝

ÿ

SĂrNs

|cS |
2

˛

‚

1
2

. (3.8)

Antes de probar el lema enunciemos el siguiente resultado de tipo Kahane-Salem-
Zygmund, podemos encontrar la demostración en [KK93, Teorema 1, p. 68].

Teorema 3.2.4. Sea E un espacio de medida con medida positiva µ, y µpEq ă 8. Sea B el
espacio lineal de funciones medibles acotadas en E, cerrado bajo conjugaciones complejas,
y supongamos que existe ρ ą 0 con la siguiente propiedad: si f P B y f es real, existe
un conjunto medible I “ Ipfq Ă E tal que µpIq ě µpEq{ρ y |fptq| ě 1

2}f}8 para t P I.
Considerando una suma finita de variables aleatorias

P “
ÿ

ξnfn,
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donde ξn es una sucesión de variables aleatorias subnormal y fn P B. Entonces, para todo
k ą 2,

P
ˆ

}P }8 ě 3
´

ÿ

}fn}
2
8 logp2ρkq

¯
1
2

˙

ď
2

k
. (3.9)

Demostración. (del Lema 3.2.3) Toda f : t˘1uN Ñ R satisface que

P
ˆ

tx P t˘1uN : |fpxq| ě
1

2
}f}8u

˙

ě
1

2N
. (3.10)

Pues caso contrario, dado que la cantidad de elemento de t˘1uN es 2N , concluimos que
|fpxq| ă 1

2}f}8 para todo x elemento en el cubo Booleano, especialmente para el que
realiza el máximo, y esto es absurdo.

Si pξSqSĂrNs son variables aleatorias independientes en un espacio de probabilidad
pΩ,Σ,Pq tomando las evaluaciones de 1 y de -1 con igual probabilidad, luego usando la
desigualdad anterior en el Teorema 3.2.4, es decir tomando P “

ř

SĂrNs ξ
ScSχS , ρ “ 2N y

k “ 4 tenemos

P

$

’

&

’

%

›

›

›

›

›

›

ÿ

SĂrNs

ξScSχS

›

›

›

›

›

›

8

ě 3

¨

˝logp2N`3q
ÿ

SĂrNs

|cS |
2

˛

‚

1
2

,

/

.

/

-

ď
1

2
,

lo que conlleva a la conclusión esperada.

Ya familiarizados con los dos conceptos anteriores podemos demostrar el Teorema 3.2.1.

Demostración. Comenzamos dando una acotación superior para ρ “ ρpBNmq, para el cual
hacemos uso del Lema 3.2.3. Consideramos la familia pcSqS Ă rN s donde cS “ 1 si |S| “ m
y cS “ 0 de otra manera, entonces existe pξSqSĂrNs en t˘1u tal que

ρm
ˆ

N

m

˙

“
ÿ

|S|“m

ρm ď

›

›

›

›

›

›

ÿ

|S|“m

ξSxS

›

›

›

›

›

›

8

ď 6
a

log 2
?
N

ˆ

N

m

˙
1
2

,

donde la primera desigualdad corresponde a la definición de ρ. Aśı la estimación superior
se desprende de esto último con una constante absoluta C. Ahora probemos la estimación
inferior, combinando la desigualdad (3.7) con la desigualdad de Hölder, obtenemos para
cualquier función m-homogénea f : t˘1uN Ñ R

ÿ

|S|“m

|f̂pSq| ď

¨

˝

ÿ

|S|“m

|f̂pSq|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ˆ

N

m

˙
m´1
2m

ď C
?
m logm

ˆ

N

m

˙
m´1
2m

}f}8.

Como consecuencia tenemos
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ÿ

|S|“m

|f̂pSq|ρm ď }f}8 para ρm “ C´
?
m logm

ˆ

N

m

˙
1´m
2m

.

Sabiendo que
`

N
m

˘

ě
`

N
m

˘m
para todo entero 1 ď m ď N , concluimos

ρpBN“mq ě C
´

b

logm
m

ˆ

N

m

˙
1

2m2
ˆ

N

m

˙´ 1
2m

ě
1

m
1

2mC

b

logm
m

N
1

2m

ˆ

N

m

˙´ 1
2m

,

esto completa la demostración.

Por último daremos la demostración del Corolario 3.2.2

Demostración. Notar que BNhom es la unión de todas las familias BN“mesto inmediatamente
lleva a la relación

ρpBNhomq “ ı́nf
0ď mďN

ρpBN“mq.

Usando la estimación
?

2πnn`
1
2 e´n ď n! ď enn`

1
2 e´n válida para todo n ě 1, podemos

acotar para todo 1 ď m ď N

ˆ

N

m

˙

ě

?
2π

e2

ˆ

N

m

˙mˆ

N

N ´m

˙N´m
d

N

mpN ´mq
.

Aplicando está desigualdad en el Teorema 3.2.1, obtenemos que

ρpBN“mq ď CmN
1

2m

ˆ

e2

?
2π

˙

1
2m

c

m

N

´

1´
m

N

¯
1
2
pN
m
´1q

ˆ

mpN ´mq

N

˙
1

4m

.

Tomando m “ rlogN s, la previa desigualdad lleva a

ρpBNhomq ď ρpBN“rlogNsq ď

c

logN

N
p1` op1qq.

Para probar la estimación inversa, recordemos ahora la estimación inferior dada en el
Teorema 3.2.1, que combinada con la desigualdad

`

N
m

˘

ď pNem q
m válida para 1 ď m ď N ,

produce

ρpBN“mq
b

logN
N

ě
N

1
2m
?
m

Cm
?

logN
?
e
“

1

Cm
exp

ˆ

logN

2m
´

1

2
`

logm

2
´

log logN

2

˙

. (3.11)

Sea ε ą 0, fijo m0 P N tal que C´1
m ą 1´ ε cuando m ě m0. Usando 3.11 y que la función

N Ñ
logN
2m ´ 1

2 `
logm

2 ´
log logN

2 tiende a infinito cuando N tiende a infinito y m está fijo,
deducimos la existencia de algún N0 P N tal que

ı́nf
0ďmďm0

ρpBN
“mq ě

c

logN

N
p1´ εq, N ě N0. (3.12)
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Por otro lado obtenemos, la función

x P R` Ñ
logN

2x
´

1

2
`

log x

2
´

log logN

2
.

Alcanza su mı́nimo en x “ logN con valor igual a cero. Aśı, de nuevo por (3.11)

ı́nf
m0ďmďN

ρpBN“mq ě
c

logN

N
ı́nf

m0ďmďN

1

Cm
ě

c

logN

N
p1´ εq, (3.13)

para cada N P N. Combinando (3.12) y (3.13) concluimos que

ρpBNhomq ě ı́nf
0ďmďN

ρpBN“mq ě
c

logN

N
p1´ εq, N ě N0,

y con esto probamos el corolario.

3.3. Caso 3: Las funciones de grado d

La desigualdad de Cauchy permite extender el resultado (3.5) hasta el caso de grado d

1

D

ˆ

d

N

˙
d´1
2d

ď Kďd
N ď D

ˆ

d

N

˙
d´1
2d

, (3.14)

donde la definición de Kďd
N está dada en (1.7). Desafortunadamente, la información que

tenemos para el cubo Booleano es menos precisa.

Teorema 3.3.1. Sea 1 ď d ď N . Entonces, existen constantes absolutas cd, Cd ą 0 que
satisfacen

cd
1

N
1
2

ď ρpBNďdq ď Cd
1

N
d´1
2d

.

Señalamos que la acotación superior se conseguirá fácilmente por los resultados de
la sección anterior, la estimación inferior requiere de algún trabajo preliminar que tiene
también un interés independiente.

Teorema 3.3.2. Para toda función f : t˘1uN Ñ R y cada x P t˘1uN tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f̂pHq `
1

2

ÿ

S‰H

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ÿ

S‰H

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8.

Demostración. Fijo x P t˘1uN , tomemos A Ă rN s y si denotamos por x̃ el elemento
definido como x̃n “ xn si n R A y x̃n “ ´xn si n P A; entonces tenemos que

|fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|SXA| par

f̂pSqxS `
ÿ

|SXA| impar

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,
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|fpx̃q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|SXA| par

f̂pSqxS ´
ÿ

|SXA| impar

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Ambas cosas juntas conducen a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|SXA| par

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

|SXA| impar

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8.

Si sumamos sobre todos los A Ă rN s y dividimos por 2N , por desigualdad triangular
tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2N

ÿ

AĂrNs

ÿ

|SXA| par

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2N

ÿ

AĂrNs

ÿ

|SXA| impar

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8. (3.15)

Podemos reescribir la doble suma en una sola

ÿ

AĂrNs

ÿ

|SXA| impar

f̂pSqxS “
ÿ

S‰H

f̂pSqxS |tA Ă rN s : |AX S| imparu|.

Para contar el número de subconjuntos A Ă rN s tal que |A X S| es impar, notar que tal
conjunto es de la forma A “ A1 Y A2 donde A1 Ă rN szS y A2 Ă S satisface que |A2| es
impar. Como el número de subconjuntos A2 Ă S ‰ H con un número impar de elementos
es precisamente 2|S|´1, se deduce que

|tA Ă rN s : |AX S| imparu| “ 2N´|S|2|S|´1 “ 2N´1.

Por lo tanto
1

2N

ÿ

AĂrNs

ÿ

|SX A| impar

f̂pSqxS “
1

2

ÿ

S‰H

f̂pSqxS . (3.16)

Siguiendo la misma estrategia tenemos

1

2N

ÿ

AĂrNs

ÿ

|SXA| par

f̂pSqxS “ f̂pHq `
1

2

ÿ

S‰H

f̂pSqxS . (3.17)

Reemplazando (3.16) y (3.17) en (3.15), obtenemos el resultado.

Si tomamos esperanza en la desigualdad del Teorema 3.3.2 obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 3.3.3. Para toda función f : t˘1uN Ñ r´1, 1s tenemos que

E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

S‰H

f̂pSqxS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2p1´ |f̂pHq|q.
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Observemos que el corolario previo no puede mejorarse, en el sentido que no podemos
encontrar p ą 1 y γ ą 0 tal que

˜

E|
ÿ

S‰H

f̂pSqxS |
p

¸
1
p

ď γp1´ |f̂pHq|q, (3.18)

para toda función f : t˘1uN Ñ R. En efecto, tomando f : t˘1uN Ñ t˘1u con σpf “ 1q “ λ
y σpf “ ´1q “ 1´ λ para algún 0 ă λ ă 1

2 , entonces f̂pHq “ 2λ´ 1 y si definimos

θpxq :“ fpxq ´ f̂pHq “

"

2´ 2λ si fpxq “ 1,
´2λ si fpxq “ ´1.

Obtenemos

E|θpxq|p “ p2´ 2λqpλ` p2λqpp1´ λq.

Reemplazando este valor en (3.18) del lado izquierdo y del lado derecho conocemos exac-
tamente |f̂pHq|, conseguimos lo siguiente

p2´ 2λqpλ` p2λqpp1´ λq ď γpp2λqp, (3.19)

lo que lleva a

p1´ λqp ď p1´ λqp ` λp´1p1´ λq ď γppλqp´1.

Para N lo suficientemente grande, podemos tomar λ tan chico como se necesite para
contradecir la desigualdad previa para un γ dado.

Observación 3.3.4. También se sigue de (3.19) que para el caso p “ 1 la acotación
2´ 2λ ď γ es válida, esto dice que la constante 2 en (3.3.3) es óptima.

Corolario 3.3.5. Sea f : t˘1uN Ñ r´1, 1s una función de grado d. Entonces

¨

˝

ÿ

0ď|S|ďd

|f̂pSq|
2

˛

‚

1
2

ď 2edp1´ |f̂pHq|q. (3.20)

Demostración. Para demostrarlo hacemos uso de un caso particular de la desigualdad hi-
percontractiva, cuya demostración se realizara en otro caṕıtulo (ver 4.2.29). Dicho resultado
afirma que

}f}2 ď ed}f}1,

para toda función f : t˘1uN Ñ R de grado d. Combinando esto con el Corolario 3.3.3
obtenemos la conclusión deseada.

Estamos en condiciones de probar el Teorema 3.3.1
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Demostración. La acotación superior es consecuencia de la desigualdad ρpBNďdq ď ρpBN“dq
y el Teorema 3.2.1. Para probar la acotación inferior, fijemos (normalizando) una función
f : t˘1uN Ñ r´1, 1s de grado d con }f}8 “ 1. Tomando ρ “ C?

N
donde 0 ă C ă 1 es una

constante, usando la desigualdad de Hölder junto con el Corolario 3.3.5 obtenemos

ÿ

SĂrNs

|f̂pSq|ρ
|S|
ď |f̂pHq| `

¨

˝

ÿ

0ď|S|ďd

|f̂pSq|
2

˛

‚

1
2 ˜ d

ÿ

m“1

ρ2m

ˆ

N

m

˙

¸

1
2

ď |f̂pHq| ` 2edp1´ |f̂pHq|q

˜

d
ÿ

m“1

pNρ2qm

¸

1
2

ď |f̂pHq| ` 2edp1´ |f̂pHq|q
C

?
1´ C2

.

Entonces podemos encontrar una constante C “ cd tal que la suma previa sea menor o
igual a uno. Esto produce que

ρpBNďdq ě
cd
?
N
.

De esta manera tenemos el radio Booleano para funciones de grado menor o igual a d
acotado inferiormente.

La relación entre la exponencial de N en la estimación superior e inferior de 3.3.1
es notoria. Algunos autores creen firmemente que 1

N
d´1
2d

es el verdadero orden asintótico

en vista del resultado para el caso d-homogéneo. En este sentido planteamos la siguiente
pregunta.

Pregunta 3.3.6. Dado d P N, ¿existe alguna constante Cd ą 0 tal que para toda función
f : t˘1uN Ñ r´1, 1s de grado d se tenga que

›

›

›

›

›

ÿ

S‰0

f̂pSqxS

›

›

›

›

›

8

ď Cdp1´ |f̂pHq|q? (3.21)

Una respuesta positiva para la pregunta previa podŕıa implicar el reemplazo de N
1
2 por

N
d´1
2d en la acotación inferior de 3.3.1. En efecto, podŕıamos refinar la segunda parte de la

demostración del teorema usando la desigualdad

ÿ

0ď|S|ďd

|f̂pSq|ρ|S| ď

¨

˝

ÿ

0ă|S|ďd

|f̂pSq|
2d
d`1

˛

‚

d`1
2d ˜

d
ÿ

m“1

ρm
2d
d´1

ˆ

N

m

˙

¸

d´1
2d

,

entonces aplicando (3.7) para acotar el primer factor junto con (3.21) obtenemos lo querido.
Notar que la pregunta 3.3.6 es equivalente a la siguiente:
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Pregunta 3.3.7. Dado d P N, ¿existe alguna constante Cd ą 0 tal que para toda función
f : t˘1uN Ñ r´1, 1s de grado d y cada 1 ď m ď d se tenga

›

›

›

›

›

›

ÿ

|S|“m

f̂pSqxS

›

›

›

›

›

›

8

ď Cdp1´ |f̂pHq|q?

La condición previa es muy similar a la afirmación del Teorema de Wiener para po-
linomios complejos en varias variables Qpzq “

řd
m“0Qmpzq, donde Qm denota la parte

m-homogénea, el cual para cada 0 ď m ď d

}Qm}8 ď 1´ |Q0|
2
ď 2p1´ |Q0|q;

véase (3.3) el caso de dimensión 1. Sin embargo, en el caso del cubo Booleano no podemos
esperar que la constante Cd en la Pregunta 3.3.7, satisfaga Cd ď C para C constante
absoluta. De lo contrario

ÿ

0ă|S|ďN

|f̂pSq|ρ|S| ď
N
ÿ

m“1

¨

˝

ÿ

|S|“m

|f̂pSq|
2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

ρm
ˆ

N

m

˙
m´1
2m

ď Cp1´ |f̂pHq|q
N
ÿ

m“1

˜

ρ
?
N
?
e

?
m

¸m

,

y entonces ρpBN q ě Ωp 1?
N
q. Pero por el Teorema 3.1.1 tenemos que ρpBN q ď Op 1

N q, una

contradicción.

3.4. Caso 4: La clase BNδ
Para finalizar el caṕıtulo, el resultado principal de esta sección es el análisis del radio

Booleano para la familia BNδ , la cual está formada por funciones f : t˘1uN Ñ R que
cumplen la siguiente estimación:

|Erf s| ď p1´ δq}f}8.

Sabemos que la desigualdad |Erf s| ď }f}8 es cierta para toda f : t˘1uN Ñ R, entonces
la idea de considerar esta familia es quedarnos con funciones que cumplan una estimación
más ajustada entre la esperanza y la norma supremo (dependiendo de δ) y medir como
cambia el radio Booleano para esta restricción.

Teorema 3.4.1. Existe una constante absoluta C ą 0 tal que para todo N P N y para todo
1

2N
ď δ ď 1, tenemos

C´1

?
N
b

logp2
δ q

ď ρpBNδ q ď
C

?
N
b

logp2
δ q

. (3.22)
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La demostración del teorema se separa en dos partes. Primero abordaremos el lado
izquierdo de la desigualdad, que se basa en el uso de la desigualdad hipercontractiva de
Bonami. Recordar que para ´1 ă ρ ă 1 el operador de ruido Tρ asigna para cada función
f : t˘1uN Ñ R en el cubo Booleano otra función

Tρpfq : t˘1uN Ñ R, Tρfpxq “
ÿ

SĂrNs

f̂pSqρ|S|xS .

Como ya comentamos en el Caṕıtulo 2, en el Lema de Bonami 4.2.17, este operador cumple
una caracteŕıstica importante que es la siguiente:

Teorema 3.4.2. Para todo 1 ď p ď q ď 8

}Tρf}q ď }f}p ρ ď

c

p´ 1

q ´ 1
.

Para la otra desigualdad del Teorema 3.4.1, daremos una estimación precisa de cierto
tipo de funciones pertenecientes a BNδ .

3.4.1. Acotación inferior

Teorema 3.4.3. Sea f : t˘1uN Ñ R y 0 ď δ ď 1 con |Erf s| ď p1´ δq}f}8. Entonces

ρpfq ě
1

5
?
N
b

logp2
δ q

.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f : t˘1uN Ñ R satisface
}f}8 “ 1 y Erf s “ 1´ δ. Afirmamos que para cada 0 ă ε ă 1 y 0 ď m ď N tenemos que

¨

˝

ÿ

|S|“m

|f̂pSq|
2

˛

‚

1
2

ď 2ε
´m
2

ˆ

δ

2

˙
1

1`ε

. (3.23)

Para ver esto, definimos g : t˘1uN Ñ r0, 1s como gpxq “ p1´fpxqq
2 . Notar que

ĝpSq “ ´
1

2
f̂pSq, H ‰ S Ă rN s. (3.24)

Más aún, para todo p ě 1,

pEr|gpxq|psq
1
p ď pErgpxqsq

1
p “

ˆ

δ

2

˙
1
p

. (3.25)

Combinando la relación entre los coeficientes de Fourier (3.24), el teorema hipercontractivo
2.7 (con p “ 1` ε, q “ 2, ρ “

?
ε) y (3.25), obtenemos que

ÿ

|S|“m

|f̂pSq|
2
“ 4

ÿ

|S|“m

|ĝpSq|2 ď
4

εm

ÿ

SĂrNs

|ĝpSq|2ε|S|

ď
4

εm
pE|gpxq|pq

2
p ď

4

εm

ˆ

δ

2

˙
2

1`ε

,



54CAPÍTULO 3. FENÓMENO DE BOHR PARA FUNCIONES EN EL CUBO BOOLEANO

lo que prueba la afirmación. Aplicando (3.23) para 0 ă ρ y 0 ă ε ă 1, conseguimos lo
siguiente

ÿ

S‰H

|f̂pSq|ρ|S| “
N
ÿ

m“1

ρm
ÿ

|S|“m

|f̂pSq| ď
N
ÿ

m“1

ρm

d

ˆ

N

m

˙

p

N
ÿ

|s|“m

|f̂pSq|
2
q
1
2

ď

N
ÿ

m“1

ρm

d

ˆ

N

m

˙

2ε
´m
2

ˆ

δ

2

˙
1

1`ε

ď

N
ÿ

m“1

ρme
m
2
N

m
2

m
m
2

2ε
´m
2

ˆ

δ

2

˙
1

1`ε

“ 2

ˆ

δ

2

˙
1

1`ε
N
ÿ

m“1

˜

ρ
?
e
?
N

?
ε
?
m

¸m

.

Tomando

ε “
log 2

logp2
δ q

y ρ “
1

5
?
N
b

logp2
δ q

,

deducimos que

ˆ

δ

2

˙
1

1`ε

“
δ

2
exp

ˆ

ε

1` ε
log

2

δ

˙

“
δ

2
exp

˜

logp2
δ q log 2

log p2
δ q ` log 2

¸

ď δ.

Usando ahora que f̂pHq “ Erf s “ 1´ δ, la estimación previa permite concluir

ÿ

S‰H

|f̂pSq|ρ|S| ď 2δ
N
ÿ

m“1

ˆ ?
e

5
?
m
?

log 2

˙m

ď δ “ 1´ |f̂pHq|.

Y aśı pudimos acotar inferiormente el radio Booleano de cada función perteneciente a BNδ ,
con δ positivo y menor que uno.

3.4.2. Funciones de tipo threshold

Mostraremos que la desigualdad en el Teorema 3.4.3, es óptima. Para eso daremos
estimaciones precisas del radio Booleano para las siguientes funciones dos-paramétricas:

ψN,α : t˘1uN Ñ t˘1u, ψN,αpxq “ signpx1 ` ...` xN ´ αq,

donde α P R, N P N y como es usual signpyq “ 1 para y ě 0 y ´1 para y ă 0. Observemos
que diferentes valores de α puede generar la misma función. Nos restringimos al caso en que
α ě 0. Para algunos resultados además asumimos que N ´α es un número natural impar.
De esta manera, garantizamos que diferentes valores de α conduce a funciones diferentes y
también evitamos que aparezca signp0q. Señalamos que las funciones ψN,α pertenece a la
amplia clase de funciones conocidas como funciones de tipo threshold o umbral (donde se
detalla mayor información en el caṕıtulo 5 de [O’D14]). El objetivo es mostrar el siguiente
resultado.
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Teorema 3.4.4. Para cada N P N y 0 ď α ă N tenemos que

C´1 1

α`
?
N
ď ρpψN,αq ď C

1

α`
?
N
,

donde C es una constante absoluta independiente de α y N .

La demostración involucra una serie de resultados preliminares. Comencemos con una
estimación técnica para el radio Booleano con algunas suposiciones en α. Para N P N con
0 ď α ă N , sea G : R` Ñ R` la función dada por

Gprq :“ sup
zPT

|1` zr|
N`α´1

2 |1´ zr|
N´α´1

2 , r P R`, (3.26)

y usemos esto para definir la función I : R` Ñ R`

Ipρq “

ż ρ

0
Gprqdr, ρ P R`. (3.27)

Antes de comenzar con los resultados preliminares requeridos definimos, siguiendo el
trabajo de Guadarrama [Gua05], el radio de Bohr de la clase PN de todos los polinomio
complejo de grado a lo sumo N por

RN :“ sup

#

r ą 0 :
N
ÿ

k“0

|ckppq|r
k ď }p}D, ppzq “

N
ÿ

k“0

ckppqz
k, z P D

+

. (3.28)

En dicho trabajo se prueba que existen constantes absolutas c1, c2 ą 0 tal que para N
suficientemente grande,

1

3
`

c1

3
N
2

ă RN ă
1

3
` c2

logN

N
.

Dryanov y Fournier [DF02] prueban la siguiente estimación: para todo polinomio p P PN
ppzq “

řN
k“0 ckz

k tenemos

|ck| ď 2 cos

˜

π

rNk s ` 2

¸

p}p}D ´ |c0|q, 1 ď k ď N,

donde rNk s denota la parte entera de N
k . Esta estimación implica que la única ráız tN en

(0,1] de la ecuación

N
ÿ

k“1

cos

˜

π

rNk s ` 2

¸

tk “
1

2
,

satisface 0 ă tN ď RN . Un comentario adicional de la observarción, se puede ver en el
art́ıculo de Fournier [Fou08], donde entre otras cosas se muestra que de hecho tN ă RN
para todo N .
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Teorema 3.4.5. Para N P N y 0 ď α ă N tal que N ´ α es impar, sea ρ “ ρα,N el radio
Booleano de ψ “ ψα,N . Entonces

Ipρq ď
1

N
` N´1
N´α´1

2

˘

ÿ

nďN´α´1
2

ˆ

N

n

˙

ď RNI

ˆ

ρ

RN

˙

,

donde RN es el radio de Bohr definido en (3.28).

Demostración. Comenzamos con la siguiente afirmación, para cada número complejo z
obtenemos

N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

ψ̂prnsqzn´1 “

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

1

2N´1
p1` zq

N`α´1
2 p1´ zq

N´α´1
2 . (3.29)

Para probar esto, hacemos uso de la N -ésima derivada discreta de una función en el cubo
Booleano, aplicado a ψ da una función DNψ : t´1, 1uN´1 Ñ R que definimos como

DNψpx1, ..., xN´1q :“
ψpx1, ..., xN´1, 1q ´ ψpx1, ..., xN´1,´1q

2
“

"

1 si x1 ` ...` xN´1 “ α
0 si no.

La expansión de Fourier de DNψ podemos calcularla expĺıcitamente en término de los
coeficientes de ψ (véase [O’D14, p. 30, Prop. 2.9] para detalles de la demostración). Usando
más que nunca que ψ es invariante por permutación de sus coordenadas, para cada H ‰

S Ă rN s satisface ψ̂pSq “ ψ̂prnsq donde |S| “ n, además obtenemos que

DNψpxq “
ÿ

NPSĂrNs

ψ̂pSqxSztNu “
N
ÿ

n“1

ψ̂prnsq
ÿ

NPSĂrNs,|S|“n

xSztNu. (3.30)

Por lo tanto, aplicando el operador de ruido Tr p´1 ă r ă 1q a DNψ obtenemos que

TrDNψp1, ..., 1q “
N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

ψ̂prnsqrn´1. (3.31)

Por otra parte, TrDNψ tiene la siguiente definición probabiĺıstica (ver [O’D14, sección
2.4]), si xi son variables aleatorias independientes a valores 1 y -1 con probabilidad 1

2 `
1
2r

y 1
2 ´

1
2r respectivamente, entonces

TrDNψp1, ..., 1q “ ErDNψpx1, ...,xN´1qs “ Ppx1 ` ...` xN´1 “ αq (3.32)

“

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

1

2N´1
p1` rq

N`α´1
2 p1´ rq

N´α´1
2 . (3.33)

Comparando (3.31) y (3.32) llegamos a la conclusión de que (3.29) es cierta para polinomios
complejos con r P p´1, 1q. Se sigue de (3.29) que
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sup
zPT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

ψ̂prnsqprzqn´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

Gprq

2N´1
, r ě 0, (3.34)

donde G está definida en (3.26). Usando ahora la definición de RN , deducimos que para
todo r ą 0

N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

|ψ̂prnsq|prRN q
n´1 ď

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

Gprq

2N´1
ď

N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

|ψ̂prnsq|rn´1.

Integrando la desigualdad previa sobre el intervalo r0, Rs con R ą 0, produce

1

NRN

N
ÿ

n“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|pRRN q
n
ď

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

IpRq

2N´1
ď

1

N

N
ÿ

m“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|Rn. (3.35)

Reemplazando en la expresión anterior la variable R primero por ρ
RN

y luego por ρ, pa-
ra conseguir respectivamente, la segunda y luego la primera desigualdad de las siguiente
expresión

N

2N´1

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

Ipρq ď
N
ÿ

n“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|ρn ď
N

2N´1

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

RNIp
ρ

RN
q. (3.36)

Dividiendo por 1
2N´1

` N´1
N´α´1

2

˘

tenemos la desigualdad del enunciado casi lista, sólo queda

estimar la parte del medio.
Notar que por la buena definición del radio Booleano, el número ρ satisface

N
ÿ

n“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|ρn “ 1´ |ψ̂pHq|. (3.37)

La esperanza de ψ está dada por ψ̂pHq, podemos fácilmente calcularla como

ψ̂pHq “ σpx1 ` ...` xN ą αq ´ σpx1 ` ...` xN ă αq

“ 2σpx1 ` ...` xN ą αq ´ 1,

usando esto último en (3.37) escribimos

N
ÿ

n“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|ρn “ 2σpx1 ` ...` xN ą αq. (3.38)

Observar que x1` ...`xN depende de la cantidad de 11s y ´11s: si m variables son iguales
a -1 y N ´m son iguales a 1 entonces x1 ` ...` xN “ N ´ 2m, luego

σpx1 ` ...` xN ą αq “
1

2N

ÿ

N´2mąα

ˆ

N

m

˙

,
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y por lo tanto de (3.38) tenemos que

N
ÿ

n“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|ρn “
1

2N´1

ÿ

mďN´α´1
2

ˆ

N

m

˙

.

Aplicando esto último en la desigualdad (3.36), concluimos que la afirmación del Teorema
3.4.5 es válida.

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.4.5 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.6. Para N P N y 0 ď α ă N tal que N ´ α es impar, sea ρ “ ρα,N es el
radio Booleano de ψ “ ψα,N . Entonces

Ipρq ď
1

N
` N´1
N´α´1

2

˘

ÿ

nďN´α´1
2

ˆ

N

n

˙

ď
1

3
Ip3ρq. (3.39)

Demostración. Como 1
3 ď RN y G es una función estrictamente creciente en R`, la función

r Ñ Iprq
r es creciente en p0,8q. En consecuencia

RNI

ˆ

ρ

RN

˙

ď
1

3
Ip3ρq,

y entonces aplicamos el Teorema 3.4.5.

Comencemos el análisis del Corolario 3.4.6. Para controlar el orden de los números
combinatorios en 3.4.6 necesitamos un resultado auxiliar [McK89], y para presentar este
resultado introducimos la función Y : r0,8q Ñ r0,8q definida por

Y pxq “ e
1
2
x2
ż 8

x
e
´1
2
t2dt, x ě 0. (3.40)

Lema 3.4.7. Para cada N P N y para 0 ď α ă N con N ´ α siendo un entero impar,
existe un número real 0 ď cα,N ď

a

π
2 tal que

ÿ

nďN´α´1
2

ˆ

N

n

˙

“
?
N

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

exp

ˆ

cα,N
?
N

˙

.

Demostración. El siguiente resultado se encuentra con detalle en [McK89], tomando N ě 1
y N

2 ď k ď N tenemos

N
ÿ

j“k

ˆ

N

j

˙

“
?
N

ˆ

N ´ 1

N ´ k

˙

Y

ˆ

2k ´N
?
N

˙

exp

ˆ

Epk,Nq
?
N

˙

, (3.41)

para algún número real
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0 ď Epk,Nq ď mı́n

˜

c

π

2
,

2
?
N

2k ´N

¸

.

Usando simples propiedades de los coeficientes binomiales y un cambio de variables, tene-
mos

ÿ

nďN´α´1
2

ˆ

N

n

˙

“
ÿ

nďN´α´1
2

ˆ

N

N ´ n

˙

“
ÿ

n“N`α`1
2

ˆ

N

n

˙

.

Por lo tanto, reemplazando k “ N`α`1
2 en (3.41) obtenemos el resultado.

Finalmente necesitamos otro resultado técnico sobre las funcionesG e I que se definieron
en (3.26) y (3.27).

Lema 3.4.8. Para 0 ď α ď N ´ 1 tenemos

Gprq “

#

p1` rq
N`α´1

2 p1´ rq
N´α´1

2 si r P r0, rαs,

p1` r2q
N´1

2 p1` α
N´1q

N`α´1
4 p1´ α

N´1q
N´α´1

4 si r P rrα, 1s,

donde

rα :“
α

pN ´ 1q `
a

pN ´ 1q2 ´ α2
.

Demostración. Tomando z “ c` it P T con c2 ` t2 “ 1 podemos escribir

Gprq “ sup
tPr´1,1s

p1` r2 ` 2rtq
N`α´1

4 p1` r2 ´ 2rtq
N´α´1

4 , r P r0, 1s.

Para mostrar la fórmula requerida para G, definimos dado un r P r0, 1s la función
gr : r´1, 1s Ñ R` por

grptq “ p1` r
2 ` 2rtq

N`α´1
4 p1` r2 ´ 2rtq

N´α´1
4 , t P r´1, 1s. (3.42)

El cálculo de la primera derivada muestra que el signo de g1r depende solamente del signo
de tα,r ´ t, pues

g1rptq “ r2pN ´ 1qp1` r2 ` 2rtq
N`α´1

4
´1p1` r2 ´ 2rtq

N´α´1
4

´1ptα,r ´ tq, t P p´1, 1q,
(3.43)

donde

tα,r :“
αp1` r2q

2rpN ´ 1q
.

Ahora observermos que tα,r ď 1 si y sólos si r P rrα, 1s, y que gr alcanza el máximo para
tα,r. Aśı

Gprq “ grptα,rq “ p1` r
2q

N´1
2

ˆ

1`
α

N ´ 1

˙
N`α´1

4
ˆ

1´
α

N ´ 1

˙
N´α´1

4

.
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Por otro lado cuando r P r0, rαs, se tiene que gr es creciente en [-1,1] y

Gprq “ grp1q “ p1` rq
N`α´1

2 p1´ rq
N´α´1

2 ,

y esto completa la demostración.

Combinamos los precedentes dos lemas para explotar la estimación expĺıcita de ρpψα,N q
dada en el Teorema 3.4.5.

Proposición 3.4.9. Existe una constante absoluta C ą 0 tal que para cada α,N P N con
N ´ α entero impar tenemos

Ce
2?
N

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď ρpψα,N q ď e
2?
N

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

.

Demostración. Aplicamos el Teorema 3.4.5. Si notamos ρ “ ρpψα,N q para simplificar, en-
tonces combinando el Corolario 3.4.6 y el Lema 3.4.7 obtenemos

e
´2?
N Ipρq ď

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
1

3
Ip3ρq. (3.44)

Ahora observemos que por la definición dada en (3.40), Y es una función decreciente en
R`. Como la función G definida en (3.26) satisface Gprq ě 1 para todo r ě 0 , esto se
obtiene reemplazando z por i en la expresión del supremo en la definición de Gprq, lo cual
cede la parte derecha de la estimación requerida:

ρ ď

ż ρ

0
Gprqdr “ Ipρq ď e

2?
N

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

. (3.45)

Para la acotación inferior de ρ, notemos que, como G es una función creciente en [0,1] (esto
puede deducirse por el Teorema de módulo máximo) tenemos que

1

3
Ip3ρq “

1

3

ż 3ρ

0
Gprqdr ď ρGp3ρq. (3.46)

Ahora acotemos Gp3ρq por una constante independiente de N y α. Para poder hace uso
del Lema 3.4.8, donde una expĺıcita expresión para Gprq es presentada, antes distinguimos
dos casos para r P r0, 1s de acuerdo a si r “ 3ρ ď rα o r “ 3ρ ě rα. Asumimos que 3ρ ď rα
y aplicamos la caracterización de G, vista en el Lema 3.4.8 para deducir

Gp3ρq “ p1` 3ρqαp1´ 9ρ2q
N´α´1

2 ď p1` 3ρqα ď expp3ραq.

La fórmula anterior para Y en (3.45) muestra junto al hecho de que Y pxq ď 1
x para todo

x ą 0, la siguiente acotación

ρ ď e2 1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
e2

α` 1
.
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Usando esto para terminar de acortar Gp3ρq, tenemos

Gp3ρq ď expp3e2q,

en el caso que 3ρ ď rα.
Consideramos ahora el caso 3ρ ě rα. Como Y es una función decreciente en r0,8q,

concluimos

ρ ď
e2

?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
e2

?
N
Y p0q “

C0
?
N
,

donde C0 “ e2
a

π
2 . Combinando la fórmula para rα :“ α

pN´1q`
?
pN´1q2´α2

junto con el

Lema 3.4.8 obtenemos

α ď 2pN ´ 1qrα ď 6ρpN ´ 1q ď 6pN ´ 1q
C0
?
N
ď 6C0

?
N ´ 1.

Aplicando esta última estimación y el Lema 3.4.8 podemos afirmar

Gp3ρq ď

ˆ

1`
α

N ´ 1

˙
α
2

p1` 9ρ2q
N´1

2 ď exp

ˆ

α2

2pN ´ 1q
` 9ρ2N ´ 1

2

˙

ď exp

ˆ

36C2
0

2
`

9C2
0

2

˙

ď expp23C2
0 q.

Combinando el Corolario 3.4.6, (3.44) y (3.46) se produce la estimación deseada.

Centremos el foco ahora en la demostración en el Teorema 3.4.4. Usando de nuevo el
hecho que Y es una función decreciente e Y pxq ď 1

x en R`, puede probarse además que
(véase [McK89])

x

1` x2
ď Y pxq ď

1

x
, x ą 0. (3.47)

Demostración. (del Teorema 3.4.4). Sea N P N y 0 ď α ă N . Comenzamos observando de
la monotońıa de Y , para todo α ď

?
N la acotación

Y p2q
?
N
ď

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
Y p0q
?
N

;

mientras para α ě
?
N usando la estimación (3.47) deducimos

1
?
N ` α` 1

ď
α` 1

N ` pα` 1q2
ď

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
1

α` 1
ď

2

α`
?
N
.

Podemos resumir las desigualdades anteriores diciendo que existe una constante absoluta
C0 ą 0 (independiente de α y N) que satisface

C´1
0

α`
?
N
ď

1
?
N
Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

ď
C0

α`
?
N
. (3.48)
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Dividimos ahora la demostración del teorema en dos casos.
Caso 1: Asumimos que N ´ α es un número natural impar. Entonces por (3.47) y la

Proposición (3.4.9), existe una constante absoluta C0 ą 0 tal que

C´1
0

1

α`
?
N
ď ρpψα,N q ď C0

1

α`
?
N
. (3.49)

Caso 2: Sin ninguna reestricción en 0 ď α ă N , sea 0 ď n ă N
2 un número entero tal

que α P rN ´ 2n ´ 2, N ´ 2nq. Notar que para cada x P t˘1uN la suma x1 ` ... ` xN es
igual a N ´ 2k para algún entero k. Por lo tanto, si α1 P rN ´ 2n ´ 2, N ´ 2nq entonces
ψN,α “ ψN,α1 . En particular, esto es cierto para α1 “ N´2n´1, luego N´α1 es un número
natural impar. Podemos aplicar entonces (3.49) para obtener que

C´1
0

1

α1 `
?
N
ď ρpψα,N q “ ρpψα1,N q ď C0

1

α1 `
?
N
.

Finalmente usando que |α´ α1| ď 1 concluimos el resultado.

El argumento en la Proposición (3.4.9) puede realizarse para las función Mayoritaria
MajN (N impar) y aśı dar la estimación precisa del radio Booleano cuando N tiende a
infinito.

Corolario 3.4.10. El radio Booleano de la función Mayoritaria satisface

ρpMajN q “
γ
?
N
p1` op1qq,

donde γ ą 0 es el único número real satisfaciendo
şγ
0 e

u2

2 du “
a

π
2 .

Demostración. En el caso de la función Mayoritaria MajN “ ψN,0 donde N es impar,
reemplazando z por ri en (3.29) y comparando el coeficiente de rm pm P Nq en ambos
lados tenemos

N
ÿ

n“1

ˆ

N ´ 1

n´ 1

˙

|ψ̂N prnsq|r
n´1 “

ˆ

N ´ 1
N´1

2

˙

1

2N´1
p1` r2q

N´1
2 .

Notamos por ρN el radio Booleano de ψN . Entonces, integrando entre 0 y ρN en la expresión
previa y usando que ψ̂N pHq “ 0, deducimos que

1

N
“

1

N

N
ÿ

m“1

ˆ

N

n

˙

|ψ̂prnsq|ρnN “

ˆ

N ´ 1
N´1

2

˙

1

2N´1

ż ρN

0
p1` r2q

N´1
2 dr,

donde la primera igualdad es justamente la definición del radio Booleano. Usando la fórmula
de aproximación de Stirling y haciendo el cambio de variable r “ u?

N
, obtenemos que si

CN :“ ρN
?
N

γ (donde γ es como antes) entonces

ż CNγ

0

ˆ

1`
u2

N

˙

N´1
2

du “
1
?
N

2N´1

`N´1
N´1

2

˘
“

c

π

2
p1` op1qq.
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Por lo tanto CN está acotado. Usando la desigualdad p1 ` 1
xq
x ď e ď p1 ` 1

xq
x`1 válida

para x ą 0 obtenemos que

ż CNγ

0
e
u2

2 du “

c

π

2
p1` op1qq.

Por la definición de γ se sigue que

ż CNγ

γ
e
u2

2 du “ op1q.

Por último aplicando el Teorema de Valor Medio, conseguimos CN “ 1 ` op1q como
queŕıamos probar.

3.4.3. Acotación superior

Finalmente, volvemos a la demostración del Teorema 3.4.1, donde necesitamos un re-
sultado auxiliar

Lema 3.4.11. Para todo 0 ď α ă N tenemos que

σpx1 ` ...` xN ą αq ě exp

„

´6p1`
α
?
N
q2


. (3.50)

Demostración. Hagamos la distinción de dos casos. Si α ě N
2 , entonces la acotación es

trivial

σpx1 ` ...` xN ą αq ě 2´N ě expp´Nq ě exp

„

´6p1`
α
?
N
q2


.

En cambio si asumimos que α ă N
2 . Por el Lema 3.4.7 tenemos que

σpx1 ` ...` xN ą αq “
1

2N

ÿ

něN´α´1
2

ˆ

N

n

˙

ě

?
N

2N

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

.

Para acotar el número combinatorio en la expresión anterior recordemos algunas acotacio-
nes establecidas para coeficientes binomiales. Por [LPV03, pág 58] podemos conseguir para
cada 0 ď m ď n

ˆ

2n

n´m

˙

ě

ˆ

2n

n

˙

exp

ˆ

´m2

n´m` 1

˙

ě
22n´1

?
n

exp

ˆ

´m2

n´m` 1

˙

,

donde la desigualdad anterior es consecuencia de la estimación de Stirling. Esto dice que
si N es un número impar y α es como antes, entonces

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

ě

?
2

4

2N
?
N

exp

ˆ

´α2

2pN ´ α` 1q

˙

ě

?
2

4

2N
?
N

exp

ˆ

´
α2

N

˙

,

donde la desigualdad anterior sigue por la hipótesis α ď N
2 . Si N es par, usando la relación

estándar entre los coeficientes binomiales y la previa acotación tenemos
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ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

ě

ˆ

N ´ 2
N´α´1

2

˙

ě

?
2

4

2N´1

?
N ´ 1

exp

ˆ

´pα´ 1q2

N ´ 1

˙

.

Para evitar esta distinción entre N par o impar podemos escribir la común acotación
inferior

ˆ

N ´ 1
N´α´1

2

˙

ě

?
2

8

2N
?
N

exp

ˆ

´2α2

N

˙

.

Por lo tanto, tenemos

σpx1 ` ...` xn ą αq ě

?
2

8
exp

ˆ

´2α2

N

˙

Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

. (3.51)

Para acotar el factor anterior simplemente se recurre a la definición (3.40) de la función Y
para obtener que

Y

ˆ

α` 1
?
N

˙

“ exp

ˆ

pα` 1q2

2N

˙
ż 8

α`1?
N

e
´t2

2 dt

ě exp

ˆ

α2

2N

˙
ż α`1?

N
`1

α`1?
N

e´
t2

2 dt

ě exp

ˆ

α2

2N

˙

exp

«

´
1

2

ˆ

1`
α` 1
?
N

˙2
ff

ě exp

ˆ

α2

2N

˙

exp

«

´2

ˆ

1`
α
?
N

˙2
ff

.

Aplicando la estimación anterior a (3.51) concluimos que

σpx1 ` ...` xN ą αq ě

?
2

8
exp

ˆ

´
3α2

2N

˙

exp

«

´2

ˆ

1`
α
?
N

˙2
ff

ě exp

«

´6

ˆ

1`
α
?
N

˙2
ff

,

esto completa la demostración.

Estamos en condiciones de terminar la sección demostrando el Teorma 3.4.1.

Demostración. Sea N P N y 1
2N
ď δ ď 1. Lo siguiente fue probado en el Teorema 3.4.3

ρpBNδ q ě
1

5
?
N
b

logp2
δ q

.
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Probemos la acotación superior, haremos uso de las funciones ψα,N (0 ď α ă N) que fueron
estudiadas en la sección previa. Recordar que

|Erψα,N s| “ 1´ 2σpx1 ` ...` xN ą αq “ r1´ 2σpx1 ` ...` xN ą αqs}ψα,N}8.

Entonces, por el Lema 3.4.11 deducimos que ψα,N P BNδ cuando

ˆ

1`
α
?
N

˙2

“
logp2

δ q

6
. (3.52)

Si δ ă 2
e6

, podemos encontrar 0 ď α ă N que satisface la condición anterior, luego

ρpBNδ q ď ρpψN,αq ď
C

α`
?
N
“

C
?
N

´

1` α?
N

¯ “
C
?

6
?
N
b

logp2
δ q

.

Si δ ě 2
e6

, como ψN,0 P BNδ trivialmente, conseguimos que

ρpBNδ q ď ρpψN,0q ď O

ˆ

1
?
N

˙

,

y con esto concluimos la afirmación.
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Caṕıtulo 4

Desigualdades

Este caṕıtulo tiene como objetivo desarrollar con cierto detalle la desigualdad de Blei y
las desigualdades hipercontractivas. La relevancia de la primera radica en que la mayoŕıa de
las demostraciones modernas de la desigualdad de Bohnenblust-Hille dependen en algún
grado de la desigualdad Blei. Por otro lado, las desigualdades hipercontractivas fueron
fundamentales para acotar las constantes de Bohnenblust-Hille en el Caṕıtulo 2, también
fueron claves en el Caṕıtulo 3, por ejemplo para acotar inferiormente el radio Booleano para
la clase BNδ . De todas maneras las desigualdes hipercontractivas tiene un interés propio en
el campo del análisis Booleano, ya que es una herramienta poderosa para comparar normas
a través de ciertos operadores y goza de múltiples aplicaciones, como se explica por ejemplo
en el trabajo de Montanaro [Mon12].

4.1. Desigualdad de Blei

Una de las desigualdades que usamos para acotar el crecimiento de la constante de
Bohnenblust-Hille para el caso del cubo Booleano es la desigualdad de Blei (2.3), en lo que
sigue daremos la demotración. Comenzamos con un caso particular para motivar los pasos
de la demostración.

Proposición 4.1.1. Para cada m ě 2, n P N, y para cualquier colección pai1,...,imq1ďi1,...,imďn
de números complejos tenemos

˜

ÿ

i1,...,im“1

|ai1,...,im |
2m
m`1

¸
m`1
2m

ď

»

—

–

m
ź

k“1

n
ÿ

ik“1

¨

˝

n
ÿ

i1,...,ik´1,ik`1,...,im

|ai1,...,im |
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

1
m

. (4.1)

Podemos reescribir la afirmación, usando la notación que desarrollamos en el Caṕıtulo
2 (veáse la Sección 2.1.1), de la siguiente manera:

ÿ

iPIpm,nq
|ai|

2m
m`1 ď

m
ź

k“1

¨

˚

˝

n
ÿ

j“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1,nq

|aj‘kj |
2

˛

‚

1
2

˛

‹

‚

2
m`1

. (4.2)

67
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Demostración. Procedemos las demostración por inducción en m. Comencemos con el caso
m “ 2:

ÿ

i,j

|ai,j |
4
3 “

ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |
2
3 |ai,j |

2
3

¸

ď
ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |
2

¸
1
3
˜

ÿ

j

|ai,j |

¸
2
3

,

en el último paso aplicamos la desigualdad de Hölder con p “ 3 y p1 “ 3
2 , nuevamente para

el próximo, pero ahora con p “ 3
2 y p1 “ 3

ď

»

–

ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |
2

¸
1
2

fi

fl

2
3

»

—

–

¨

˝

ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |

¸2
˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
3

.

Por la desigualdad de Minkowski, podemos acotar el primer factor

¨

˝

ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |

¸2
˛

‚

1
2

ď
ÿ

j

˜

ÿ

i

|ai,j |
2

¸
1
2

,

y de todo esto obtenemos que:

˜

ÿ

i,j

|ai,j |
4
3

¸
3
4

ď

»

–

ÿ

i

˜

ÿ

j

|ai,j |
2

¸
1
2

fi

fl

1
2
»

–

ÿ

j

˜

ÿ

i

|ai,j |
2

¸
1
2

fi

fl

1
2

.

Para el caso general seguimos esencialmente la misma estructura que para m “ 2.
Empezamos aplicando la desigualdad de Hölder dos veces, primero con p “ m`1

2 y p1 “ m`1
m´1 ,

luego con p “ m` 1 y p1 “ m`1
m :

ÿ

iPIpm,nq
|ai|

2m
m`1 “

ÿ

jPIpm´1.nq

n
ÿ

j“1

|aj‘mj |
2

m`1 |aj‘mj |
2pm´1q
m`1

ď
ÿ

jPIpm´1.nq

˜

n
ÿ

j

|aj‘mj |

¸
2

m`1
˜

n
ÿ

j

|aj‘mj |
2

¸
m´1
m`1

ď

¨

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

˜

n
ÿ

j

|aj‘mj |

¸2
˛

‚

1
m`1

ˆ

¨

˚

˚

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

»

–

˜

n
ÿ

j

|ai‘mj |
2

¸
1
2

fi

fl

2pm´1q
m

˛

‹

‹

‚

m
m`1

.

Ahora acotemos el primer factor con la desigualdad de Minkowski

¨

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

˜

n
ÿ

j

|aj‘mj |

¸2
˛

‚

1
2

ď

n
ÿ

j“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

|aj‘mj |
2

˛

‚

1
2

.
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Para el segundo factor, usaremos la hipótesis inductiva (para m´1). Con el fin de mantener

la notación simple, escribimos αj “

´

řn
j |aj‘mj |

2
¯

1
2
, luego

¨

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

α
2pm´1q
m

j

˛

‚

m
m`1

ď

»

—

–

m´1
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

kPIpm´2,nq

α2
k‘kl

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m

m
m`1

“

»

—

–

m´1
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

kPIpm´2,nq

˜

m
ÿ

j“1

|apk‘klq‘mj |
2

¸
1
2

2
˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

“

»

—

–

m´1
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

kPIpm´2,nq

m
ÿ

j“1

|apk‘klq‘mj |
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

“

»

—

–

m´1
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1,nq

|aj‘kl|
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

.

Juntando todo obtenemos

ÿ

iPIpm,nq
|ai|

2m
m`1 ď

»

—

–

m
ÿ

j“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1.nq

|aj‘mj |
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

»

—

–

m´1
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1,nq

|aj‘kl|
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

.

“

»

—

–

m
ź

k“1

n
ÿ

l“1

¨

˝

ÿ

jPIpm´1,nq

|aj‘kl|
2

˛

‚

1
2

fi

ffi

fl

2
m`1

,

que es lo que se quiere concluir.

Con el caso particular probado, podemos generalizar la afirmación para obtener la
desigualdad de Blei.

Teorema 4.1.2. (Desigualdad de Blei) Sea una colección de números complejos a “
paiqiPIpm,nq, tenemos que para cada 1 ď k ď m,

¨

˝

ÿ

iPIpm,nq
|ai|

m`1
2m

˛

‚

m`1
2m

ď

»

—

—

–

ź

SPrmsk

¨

˚

˝

ÿ

iPIpS,nq

¨

˝

ÿ

jPIpŜ,nq

|ai‘j|
2

˛

‚

1
2

2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

fi

ffi

ffi

fl

1

pmk q

. (4.3)

Notar que para el caso que k “ 1, obtenemos S “ tiku,
2k
k`1 “ 1 y

`

m
k

˘

“ m, por
lo tantoo estamos en la desigualdad anterior. Recordemos que el ingrediente principal
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fue la desigualdad de Hölder, que nos permitió separar la suma en un producto de dos
sumas. Para esta generalización mixta de la desigualdad, necesitaremos la versión general
de la desigualdad de Hölder para normas mixtas de Minkowski. Establezcamos algunas
notaciones básicas.

Para toda colección paiqiPIpm,nq y para todo vector r “ prpkqqmk“1 con 1 ď rpkq ă 8, la
norma mixta de Minkowski }a}r esta dada por la siguiente expresión:

}a}r “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

i1“1

¨

˚

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

i2“1

¨

˚

˚

˝

...

¨

˝

n
ÿ

im´1“1

˜

n
ÿ

im“1

|ai|
rpmq

¸

rpm´1q
rpmq

˛

‚

rpm´2q
rpm´1q

...

˛

‹

‹

‚

rp2q
rp3q

˛

‹

‹

‹

‹

‚

rp1q
rp2q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

1
rp1q

. (4.4)

Lema 4.1.3. Sean p1, ...,pN , r vectores con 1 ď pjpkq, rpkq ă 8 para todo j= 1,...,N y
k “ 1, ...,m tal que

1

rpkq
“

N
ÿ

j“1

1

pjpkq
.

Entonces, para cada elección de colecciones a1, ..., aN indexada en Ipm,nq (con aj “
pajpiqqiPIpm,nq para j “ 1, ..., N) tenemos

}

N
ź

j“1

aj}r ď
N
ź

j“1

}aj}pj ,

donde el producto de la izquierda se toma de forma coordinada.

Podemos observar que el caso m “ 1 es la clásica desigualdad de Hölder.

Demostración. (del Lema 4.1.3) Hagamos la demostración para m “ N “ 2 y n arbitrario.
Fijo 1 ď i ď n, por la desigualdad de Hölder

˜

n
ÿ

j“1

|a1pi, jqa2pi, jq|
rp2q

¸
1
rp2q

ď

˜

n
ÿ

j“1

|a1pi, jq|
p1p2q

¸
1

p1p2q
˜

n
ÿ

j“1

|a2pi, jq|
p2p2q

¸
1

p2p2q

Nuevamente usando la desigualdad de Hölder, obtenemos
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}a1a2}r “

¨

˝

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

|a1pi, jqa2pi, jq|
rp2q

¸

rp1q
rp2q

˛

‚

1
rp1q

ď

¨

˝

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

| a1pi, jq|
p1p2q

¸

rp1q
p1p2q

˜

n
ÿ

j“1

|a2pi, jq|
p2

¸

rp1q
p2p2q

˛

‚

1
rp1q

ď

¨

˚

˝

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

|a1pi, jq|
p1p2q

¸

p1p1q
p1p2q

˛

‹

‚

1
p1p1q

¨

˚

˝

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

|a2pi, jq|
p2p2q

¸

p2p1q
p2p2q

˛

‹

‚

1
p2p1q

“ }a1}p1}a2}p2 .

El caso general es simplemente la iteración de este argumento.

Y ahora la estructura de la demostración del Teorema de Blei 4.1.2, es más o menos la
misma que el caso particular: primero dividimos la suma en un producto usando Hölder y
acotamos cada factor usando la desigualdad de Minkowski.

Demostración. Para cada S P rmsk definimos, para 1 ď i ď m,

qSpiq “

"

2k
k`1 si i P S,

2 si i R S.

Considerando la m-tupla

q “ p
2m

m` 1
, ...,

2m

m` 1
q

y

θ “
1

`

m
k

˘ “
k!pm´ kq!

m!
.

Para cada i, tenemos

ÿ

SPrmsk

θ

qSpiq
“ θ

˜

ÿ

S:iPS

1

qSpiq
`

ÿ

S:iRS

1

qSpiq

¸

“

ˆ

m

k

˙´1 ˆˆm´ 1

k ´ 1

˙

k ` 1

2k
`

ˆ

m´ 1

k

˙

1

2

˙

“
k!pm´ kq!

m!

ˆ

pm´ 1q!

pk ´ 1q!pm´ kq!

k ` 1

2k
`

pm´ 1q!

k!pm´ k ´ 1q!

1

2

˙

“
m` 1

2m
“

1

qpiq
.
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Aplicando el Lema 4.1.3 obtenemos

}a}q “ }
ź

SPrmsk

|a|θ}q ď
ź

SPrmsk

}|a|θ}qS
θ
“

ź

SPrmsk

}a}θqS .

Claramente tenemos que:

}a}q “

¨

˝

ÿ

iPIpd,nq
|ai|

2m
m`1

˛

‚

m`1
2m

.

Veamos que para cada S P rmsk, tenemos que

}a}qS ď

¨

˚

˝

ÿ

iPIpS,nq

¨

˝

ÿ

jPIpŜ,nq

|ai‘j|
2

˛

‚

1
2
ˆ 2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

. (4.5)

Supongamos S “ tj1, ..., jku. Para simplificar la notación, para i “ pi1, ..., imq, escribimos

αi1,...,ijk “

¨

˝

ÿ

ijk`1,...,im“1

|ai|
2

˛

‚

1
2

.

Ahora, como 2k
k`1 ď 2, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski

¨

˚

˚

˝

ÿ

ijk´1`1,...,ijk´1

»

—

–

ÿ

ijk

¨

˝

ÿ

ijk`1,...,im

|ai|
2

˛

‚

1
2
ˆ 2k
k`1

fi

ffi

fl

k`1
2k
ˆ2
˛

‹

‹

‚

1
2

“

¨

˚

˝

ÿ

ijk´1`1,...,ijk´1

»

–

ÿ

ijk

α
2k
k`1

i1,...,ijk´1

fi

fl

k`1
2k
ˆ2
˛

‹

‚

1
2

ď

¨

˚

˝

ÿ

ijk

»

–

ÿ

ijk´1`1,...,ijk´1

α2
i1,...,ijk

fi

fl

1
2
ˆ 2k
k`1

˛

‹

‚

k`1
2k

“

»

—

—

–

ÿ

ijk

¨

˚

˝

ÿ

ijk´1`1,...,ijk´1 ,̂ij ,ijk`1,...,im

|ai|
2

˛

‹

‚

1
2
ˆ 2k
k`1

fi

ffi

ffi

fl

k`1
2k

.

Repitiendo este procedimiento, extraemos todos los coeficientes de S a la suma externa y
obtenemos (4.5).

4.2. Teoremas de hipercontractividad

Comencemos introduciendo el siguiente concepto que llamaremos estabilidad al ruido,
a modo de motivar definiciones y generar algún tipo de intuición sobre los teoremas de
hipercontractividad.
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4.2.1. Estabilidad al ruido

Supongamos que f : t˘1un Ñ t˘1u es una regla de votación para una elección de 2
candidatos y n votantes; esto es, asigna los votos de los votantes al ganador de las elecciones.
Quizás la regla de votación más familiar es la función de mayoŕıa:

Definición 4.2.1. Para n impar, la función mayoŕıa o mayoritaria Majn : t˘1un Ñ t˘1u
está definida por Majnpxq “ signpx1`x2` ...`xnq. Ocasionalmente, para n par podemos
decir que f es una función mayoŕıa si fpxq es igual al signo de x1 ` ... ` xn siempre que
este número sea distinto de cero.

Entonces tenemos f : t˘1un Ñ t˘1u una regla de votación. Haciendo una suposición
de cultura imparcial, es decir los n votantes eligen sus votos de forma independiente y
uniforme al azar x “ px1, ..., xnq. Imaginemos que cuando cada votante va a las urnas hay
alguna posibilidad de que su voto sea mal registrado. Espećıficamente, digamos que cada
voto se registra correctamente con probabilidad ρ P r0, 1s y está confuso, es decir, cambiado
a un bit aleatorio, con probabilidad 1 ´ ρ. Escribiendo y “ py1, ..., ynq para los votos que
finalmente se registran, podemos preguntar sobre la probabilidad de que fpxq “ fpyq, es
decir, si los votos se registraron incorrectamente afecta o no el resultado de la elección.
Esto tiene que ver con la estabilidad al ruido de f .

Definición 4.2.2. Sea ρ P r0, 1s. Para x P t˘1un escribimos y „ Nρpxq para denotar el
vector aleatorio y el cual se define de la siguiente manera: para cada i P rns

yi “

$

&

%

xi con probabilidad ρ

uniformemente aleatorio con probabilidad 1´ ρ,
(4.6)

extendemos la notación para todo ρ P r´1, 1s como sigue:

yi “

$

&

%

xi con probabilidad 1
2 `

1
2ρ

´xi con probabilidad 1
2 ´

1
2ρ.

(4.7)

Decimos que y está ρ-correlacionado con x.

Definición 4.2.3. Si x „ t˘1un se toma uniformemente al azar e y „ Nρpxq, decimos
que px,yq es un par ρ´ correlacionado de vectores aleatoreos. Esta definición es simétrica
en x e y; esto es equivalente a decir que independientemente para cada i P rns, el par de
bit aleatorio pxi,yiq satisface Erxis “ Eryis “ 0 y Erxiyis “ ρ.

Con esto podemos definir el concepto de estabilidad al ruido, que mide la correlación
entre fpxq y fpyq cuando px,yq es un par ρ-correlacionado.

Definición 4.2.4. Para f : t˘1un Ñ R y ρ P r´1, 1s, la estabilidad al ruido de f para ρ
es

Stabρrf s “ E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqfpyqs.
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Si f : t˘1un Ñ t˘1u tenemos que

Stabρrf s “ P
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxq “ fpyqs ´ P
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxq ‰ fpyqs

“2 P
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxq “ fpyqs ´ 1.

En el escenario de votación descripto anteriormente, la probabilidad de que el registro
erróneo de los votos no afecte el resultado de la elección es 1

2 `
1
2Stabρrf s. Cuando ρ está

cerca de 1 (es decir, el “ruido” es pequeño) a veces es más natural preguntarse sobre la
probabilidad de revertir una pequeña fracción de los votos para que se revierta el resultados
de la elección.

A continuación presentaremos uno de los operadores más importante en el análisis de
las funciones Booleanas: el operador de ruido, denotado por Tρ, si bien en otros caṕıtulos ya
definimos este operador, aqúı lo haremos de manera distinta (ambas definiciones resultan
equivalentes).

Definición 4.2.5. Para ρ P r´1, 1s, el operador de ruido con parámetro ρ es el operador
lineal Tρ en funciones f : t˘1un Ñ R definido por

Tρfpxq “ E
y„Nρpxq

rfpyqs.

Proposición 4.2.6. Para toda f : t˘1un Ñ R, la expansión de Fourier-Walsh de Tρf está
dada por

Tρf “
ÿ

SĂrns

ρ|S|f̂pSqχS “
n
ÿ

k“0

ρkfk.

Demostración. Como Tρ es un operador lineal, es suficiente verificar que TρχS “ ρ|S|χS :

TρχSpxq “ E
y„Nρpxq

rySs “
ź

iPS

E
y„Nρpxq

ryis “
ź

iPS

pρxiq “ ρ|S|χSpxq.

Aqúı usamos el hecho que para y „ Nρpxq los bits yi son independientes y satisfacen
Eryis “ ρxi

La conección entre Tρ y la estabilidad al ruido está dada por la siguiente igualdad

Stabρrf s “ E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqfpyqs “ Ex

„

fpxq E
y„Nρpxq

rfpyqs



. (4.8)

Por lo tanto:
Stabρrf s “ xf, Tρfy.

Hechas estas definiciones podemos comenzar a enunciar las desigualdades hipecontracti-
vas. En 1970, Bonami probó el siguiente resultado, normalmente conocido como el Teorema
de hipercontractividad.
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Teorema 4.2.7. Sea f : t˘1un Ñ R y sean 1 ď p ď q ď 8. Entonces

}Tρf}q ď }f}p, para 0 ď ρ ď

c

p´ 1

q ´ 1
. (4.9)

Si bien no probaremos el caso general, que se puede encontrar en [O’D14, Caṕıtulo 10],
śı demostraremos algunos casos particulares, como por ejemplo Lema de Bonami, el p2, qq-
Teorema de hipercontractividad y el pp, 2q-Teorema de hipercontractividad, con el fin de
mostrar con cierto detalle las ideas y estrategias que hay de fondo cuando uno intenta
conseguir este tipo de desigualdades en el cubo Booleano.

Aśı como tales resultado fueron de gran utilidad en esta tesis para poder obtener teo-
remas significativos, como para acotar subexponencialmente la constante de Bohnenblust-
Hille y obtener estimaciones ajustadas para el radio Booleano. Pasa lo mismo en muchos
otros problemas donde entra en juego el cubo Booleano, por poner algún ejemplo los resul-
tados de hipercontractividad son muy usados en teoŕıa de informatica cuántica como bre-
vemente comentamos en la Sección 2.3. Podemos encontrar más aplicaciones en el art́ıculo
de Montanaro [Mon12] ó en el libro de R. O’Donnell [O’D14, Caṕıtulos 3, 9 y 10].

Lema 4.2.8. (Lema de Bonami) Sea f : t˘1un Ñ R de grado k. Entonces

}f}4 ď p
?

3qk}f}2.

La idea fundamental de esta afirmación es que si x „ t˘1un variable aleatoria uni-
forme y f : t˘1un Ñ R tiene grado bajo entonces la variable aleatoria fpxq es bastante
“razonable”, es decir se distribuye bien alrededor de su esperanza. El Lema de Bonami
se demuestra elementalmente por inducción y es lo suficientemente poderoso para obtener
muchas de las conocidas aplicaciones de hipercontractividad, incluido el Teorema KKL
(Kahn-Kalai-Linial) el cual afirma que para cada función f : t˘1un Ñ t˘1u, existe un
j P rns tal que

Infjrf s ě V arrf s ¨ Ωp
log n

n
q,

(ver [O’D14, Pág. 265]) y el Principio de Invarianza (veáse [O’D14, Pág. 355]).
También tenemos, por ejemplo el (2,q)-Teorema de hipercontractividad.

Teorema 4.2.9. Sean f : t˘1un Ñ R y 2 ď q ď 8. Entonces

}T 1?
q´1

f}q ď }f}2.

Como consecuencia, si f tiene grado a lo sumo k entonces }f}q ď p
?
q ´ 1qk}f}2. Este

teorema cuantifica la medida en que Tρ es un operador “suavizante”; equivalentemente,
esto da aún más control sobre la razonabilidad de los polinomios de bajo grado.

También tenemos el (p,2)-Teorema de hipercontractividad

Teorema 4.2.10. Sean f : t˘1un Ñ R y 1 ď p ď 2. Entonces

}T?p´1f}2 ď }f}p.

Este resultado como veremos luego es equivalente al p2, qq-Teorema hipercontractivo en
virtud de la desigualdad de Hölder .
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4.2.2. Razonabilidad de polinomios de bajo grado

Como habitualmente ocurre en probabilidad, una variable aleatoria a veces puede com-
portarse de manera bastante “irracional”. Puede que nunca esté cerca de su esperanza.
Puede exceder su esperanza casi siempre, o casi nunca. Puede tener 1er., 2do. y 3er. momen-
to finito, pero el 4to. momento puede dar infinito.

Este comportamiento irregular puede causar muchos problemas. Seŕıa bueno quedarse
con ciertas variables aleaorias que sean más estables en este sentido. Una simple condi-
ción para que una variable aleatoria garantice un buen comportamiento, es que el cuarto
momento no sea demasiado grande en comparación con su segundo momento.

Definición 4.2.11. Para un número real B ě 1 decimos que la variable aleatoria X es
B-razonable, si

ErX4s ď BErX2s2. (4.10)

Equivalentemente, si }X}4 ď B
1
4 }X}2.

Cuanto más pequeño B, decimos que más razonable es X. Esta definición es invariante
por escalares (es decir, cX es B-razonable si y sólo si X lo es, para c ‰ 0) pero no
es invariante por traslación (c ` X y X pueden no ser razonablemente equivalentes). El
último hecho puede resultar molesto algunas veces. Se pueden encontrar algunas condiciones
alternativas que también cumplen con la razonabilidad. Por ejemplo, podemos considerar
el análogo pero para el 3er. momento, es decir que cumpla la condición Er|X|3s ď BErX2s

3
2 .

Estrictamente hablando la condición del 4to. momento es más fuerte:
Si X es B-razonable, entonces

Er|X|3s “ Er|X| ¨X2s ď

b

ErX2s

b

ErX4s ď
?
BErX2s

3
2 .

Por otro lado, existe una variable aleatoria con 3er. momento finito y 4to. momento infinito
(un ejemplo de una variable aleatoria aśı es la que tiene distribución t de Student con 4
grados de libertad). Sin embargo, tales variables aleatorias casi nunca surgen para nosotros,
y esto dice que la condición de tercer y cuarto momento son igualmente buenos para la
razonabilidad.

Ejemplos 4.2.12. En lo siguiente daremos ejemplos básicos de variables aleatorias que
cumplen la definición de ser B-razonable:

Si x „ t´1, 1u es una variable uniforme (es decir es una variable aleatoria que elige
con misma probabilidad a 1 que a -1) entonces x es 1-razonable, ya que calculando los
momentos pares obtenemos:

Ep|xk|q “ Ppx “ 1q ` Ppx “ ´1q “ 1,

para todo k P N par.
Para calcular los momentos de una variable aleatoria X, una estrateǵıa es conocer la

función generadora de momentos, que se define como

MXptq “ EpetXq,
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siempre que esta esperanza exista. La función generadora de momentos se llama aśı porque,
si existe en un entorno de t “ 0, permite generar los momentos de la distribución de
probabilidad:

E pXnq “M
pnq
X p0q “

dnMX

dt
p0q. (4.11)

Sea g „ Np0, 1q una variable aleatoria normal estandar, sabemos que la función gene-
radora de momentos es

Mgptq “ e
t2

2 .

Luego de un simple cálculo usando (4.11), conseguimos que Erg4s “ 3 y Erg2s “ 1, entonces
g es 3-razonable.

Si u „ r´1, 1s es uniforme, entonces se puede calcular que es 9
5 -razonable siguiendo la

misma idea que antes, sabiendo que

Muptq “ Epetxq “
et ´ e´t

2t
.

En todos estos ejemplos B es una constante “pequeña”, y pensamos a estas variables
aleatorias simplemente como “razonables”. Un ejemplo de alguna que no sea “razonable”
en este sentido, está basado en una variable aleatoria de Bernoulli y altamente sesgada, es
decir que cumpla Ppy “ 1q “ 2´n y Ppy “ 0q “ 1´ 2´n, donde n es grande. En este caso
tenemos que

Myptq “
1

2n
et.

Entonces podemos afirmar que esta variable aleatoria y no es B-razonable a menos que
B ě 2n.

Veamos los beneficios de trabajar con variables razonables. Primero, tienen ĺımite de
cola ligeramente mejores a las que se obtiene de la desigualdad de Chebyshev.

Proposición 4.2.13. Sea una variable aleatoria X  0, B-razonable. Entonces

Pp|X| ě t}X}2q ď
B

t4
para todo t ą 0.

Demostración. Esta demostración es inmediata por la desigualdad de Markov:

Pp|X| ě t}X}2q “ PpX4ě t4}X}
4
2q ď

ErX4s

t4ErX2s2
ď
B

t4
.

Más interesante aún, también satisfacen los ĺımites de anticoncentración; por ejemplo,
se puede limitar la probabilidad de que estén cerca de 0.

Proposición 4.2.14. Sea una variable aleatoria X  0, B-razonable. Entonces

Pp|X| ą t}X}2q ě
p1´ t2q2

2
para todo t P r0, 1s.



78 CAPÍTULO 4. DESIGUALDADES

Antes de demostrar la proposición, enunciemos el teorema de Paley-Zygmund (también
conocido como el método de segundo momento).

Teorema 4.2.15. (Paley-Zygmund) Sea Z ą 0 una varible aleatoria con varianza finita,
y sea 0 ď θ ď 1 se tiene

PpZ ą θErZsq ě p1´ θq2
ErZs2

ErZ2s
.

Demostración. (del teorema de Paley-Zygmund.) Comenzamos observando que

ErZs “ ErZ1tZďθErZsus ` ErZ1tZąθErZsus.

El primer término es a lo sumo θErZs, mientras que el segundo término es como mucho

ErZ2s
1
2PpZ ą θErZsq

1
2 por la desigualdad de Cauchy-Schwarz . Luego la conclusión deseada

se sigue despejando.

La demostración de la Proposición 4.2.14 es una simple aplicación del método de se-
gundo momento.

Demostración. Aplicando la Desigualdad de Paley-Zygmund para X2, tenemos que

Pp|X| ě t}X}2|q “ PpX2 ě t2ErX2sq ě
p1´ t2q2ErX2s2

ErX4s
ě
p1´ t2q2

B
,

como se queŕıa.

Para una variable aleatoria discreta X, una simple condición que genera la razonabilidad
es que X tome cada uno de sus valores con probabilidad no despreciable.

Proposición 4.2.16. Sea X una variable aleatoria discreta con función de probabilidad
π. Escribimos

λ “ mı́npπq “ mı́n
xPRanpXq

tPpX “ xqu.

Entonces X es 1
λ -razonable.

Demostración. Sea M “ }X}8. Como Pp|X| “Mq ě λ tenemos que

ErX2s ě λM2,

entonces

M2 ď
ErX2s

λ
.

Por otro lado

ErX4s “ ErX2X2s ďM2ErX2s.

Por lo tanto, ErX4s ď 1
λErX

2s2 que es la condición de 1
λ -razonabilidad deseada.
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La rećıproca para la proposición anterior es falsa. Por ejemplo, si

X “
1
?
n

x1 ` ...`
1
?
n

xn,

donde xi „ t´1, 1un, es decir xipxq “ xi con x P t˘1un independientes entre śı, entonces
por el teorema central del ĺımite X tiende a una variable aleatoria Gaussiana estandar y
es 3-razonable. Por otro lado, el λ (mı́nimo de la función de probabilidad) para la variable
aleatoria X es un minúsculo 2´n, pues como Xp1, ..., 1q “

?
n se tiene

?
n P ranpXq y PpX “

?
nq “

1

2n
.

Esta discusión plantea la cuestión de cómo se podŕıa intentar construir una variable
aleatoria uniformemente independiente a ˘1 bits que sea no razonable. Por la Proposi-
ción 4.2.16, al menos debe usar muchos de ellos. Por ejemplo, para construir la variable alea-
toria no razonable, como en el Ejemplo 4.2.12 se requiere grado n: y “ p1`x1qp1`x2q...p1`xnq

2n .

Enunciemos a continuación el Lema de Bonami:

Lema 4.2.17. (Lema de Bonami) Para cada k P N, sea f : t˘1un Ñ R con grado k,
y sean x1, ...,xn variables aleatorias independientes, uniformes a ˘1, entonces la variable
aleatoria fpxq es 9k-razonable, es decir

Erf4s ď 9kErf2s2 ðñ }f}4 ď
?

3
k
}f}2.

En otras palabras, los polinomios de bajo grado con ˘1 bits uniformemente indepen-
dientes son razonables. También debemos tener en cuenta que el nombre “Lema de Bonami”
no es estandar, sin embargo, el resultado fue primero demostrado por Bonami y a menudo
se utiliza como lema, por lo que el nombre encaja.

Demostración. Asumimos k ě 1 de lo contrario f debe ser constante y es claramente
trivial. La demostración es por inducción en n. Si n “ 0, entonces f debe ser una constante
y es claro que la afirmación es cierta. Para n ě 1 consideramos la descomposición fpxq “
xnDnfpxq ` Enfpxq donde degpDnfq ď k ´ 1, degpEnfq ď k, tanto el polinomio Dnfpxq
como Enfpxq no depende de xn. Para abreviar escribimos f :“ fpxq, d :“ Dnfpxq y
e :“ Enfpxq. Entonces

Erf4s “ Erpxnd` eq4s
“ Erx4

nd
4s ` 4Erx3

nd
3es ` 6Erx2

nd
2e2s ` 4Erxnd3e3s ` Ere4s

“ Erx4
nsErd4s ` 4Erx3

nsErd3es ` 6Erx2
nsErd2e2s ` 4ErxnsErd3e3s ` Ere4s.

En el último paso usamos que xn es independiente de d y e, ya que Dnf y Enf no dependen
de xn. Ahora como Erxns “ Erx3

ns “ 0 y Erx2
ns “ Erx4

ns “ 1, se deduce:

Erf4s “ Erd4s ` 6Erd2e2s ` Ere4s. (4.12)
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Con una secuencia similar de pasos se puede probar que

Erf2s “ Erd2s ` Ere2s. (4.13)

Para acotar por arriba (4.12) recordemos que d “ Dnfpxq donde Dnfpxq es un polinomio
tetraedral de grado a lo sumo k´ 1 dependiendo de n´ 1 variables. Por lo tanto, podemos
aplicar hipótesis inductiva Erd4s ď 9k´1Erd2s

2
. Similarmente, Ere4s ď 9kEre2s

2
ya que el

grado de Enf es menor o igual que k.
Para acotar Erd2e2s aplicamos Cauchy-Schwarz obteniendo

a

Erd4s
a

Ere4s y usando
inducción nuevamente tenemos

Erf4s ď 9k´1Erd2s2 ` 6
b

9k´1Erd2s2
b

9kEre2s2 ` 9kEre2s2

ď 9k
`

Erd2s2 ` 2Erd2sErd2s ` Ere2s2
˘

“ 9k
`

Erd2s ` Ere2ss
˘2
,

donde usamos 9k´1Erd2s2 ď 9kErd2s2. Luego por (4.13), la demostración está completa.

Una consecuencia inmediata del Lema de Bonami es que para toda f : t˘1un Ñ R
k-homogénea, con k P N, se tiene

}T 1?
3
f}4 “

1
?

3
k
}f}4 ď }f}2. (4.14)

Este es un caso especial del p2, 4q -Terorema de hipercontractividad (cuyo nombre se expli-
cará en breve), el cual dice que el supuesto de homogeneidad de grado k no es necesario:

Teorema 4.2.18. p2, 4q-Teorema de hipercontractividad. Sea f : t˘1un Ñ R, entonces

}T 1?
3
f}4 ď }f}2.

La demostración es simplemente repetir la técnica de inducción utilizada para el Lema
de Bonami.

Demostración. Probaremos ErT 1?
3
fpxq4s ď Erfpxq2s2 usando inducción de la misma mane-

ra que antes. Mantenemos las notaciones d :“ Dnfpxq, e :“ Enfpxq y agregamos T :“ T 1?
3
,

tenemos

Tf “ xn ¨
1
?

3
Td` Te.

Por cálculos similares a los hechos en la prueba del Lema de Bonami obtenemos

ErpTfq4s “
ˆ

1
?

3

˙4

ErpTdq4s ` 6

ˆ

1
?

3

˙2

ErpTdq2pTeq2s ` ErpTeq4s

ď ErpTdq4s ` 2ErpTdq2pTeq2s ` ErpTeq4s

ď ErpTdq4s ` 2

b

ErpTdq4s
b

EpTeq4s ` ErpTeq4s

ď Erd2s2 ` 2Erd2sEre2s ` Ere2s2

“ pErd2s ` Ere2sq2 “ Erf2s2.
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Notar que aplicamos Cauchy-Schwarz en la segunda desigualdad, en la tercera inducción,
y la desigualdad final es un simple cálculo análogo a los hechos en el lema anterior.

El nombre “hipercontractividad” en este teorema describe que no sólo T 1?
3

es una

“contracción” en L2pt˘1unq (en el sentido }T 1?
3
f}2 ď }f}2 para todo f) incluso es una

contracción cuando se ve como un operador de L2pt˘1unq a L4pt˘1unq. Pensamos en los
teoremas de hipercontractividad como cuantificadores de en qué medida el operador Tρ
es “razonable”. Mediante un truco simple del análisis, usando el hecho de que T 1?

3
es un

operador autoadjunto podemos “voltear la norma 2” usando la desigualdad de Hölder:

Teorema 4.2.19. p4{3, 2q-Teorema de hipercontractividad. Sean f : t˘1un Ñ R, entonces

}T 1?
3
f}2 ď }f}4{3;

i.e.,

Stab 1
3
rf s ď }f}24

3

.

Demostración. Escribimos T “ T 1?
3

para abreviar notación, tenemos

}Tf}22 “ xTf, Tfy “ xf, TTfy ď }f}4{3}TTf}4 ď }f}4{3}Tf}2,

por la desigualdad de Hölder y el p2, 4q-Teorema de hipercontractividad. Dividiendo por
}Tf}2 (que podemos suponer que no es cero) completamos la demostración.

4.2.3. p2, qq´ y pp, 2q´hipercontractividad para un bit

Aunque se pueden obtener mucho resultados al estudiar la norma 4 de estas varia-
bles aleatorias, también es natural considerar otras normas. Por ejemplo, obtendŕıamos
versiones mejoradas de los resultados de concentración 4.2.13 y anticoncentración 4.2.14,
si pudieramos vincular las normas más altas de una variable aleatoria en términos de su
norma 2. Como veremos, también podemos obtener “desigualdades de nivel k” más fuertes
al limitar la p2` εq-norma de una función Booleana para pequeños ε ą 0. Comenzamos con
la 4-norma debido a la simplicidad de las pruebas del Lema de Bonami y el p2, 4q- Teorema
de hipercontractividad. Para generalizar estos resultados a otras normas, es un poco más
espećıfico trabajar con estos últimos. En parte, esto se debe a que es “formalmente más
fuerte” como veremos luego. Pero la razón principal es que la versión de hipercontractividad
alivia el problema poco formal de ser “B-razonable”, que no es invariante por traslaciones.
Por lo tanto, en lugar de generalizar la condición }ρX}4 ď }X}2 (X es “ρ´4-razonable”)
generalizaremos la siguiente condición }a` ρbX}4 ď }a` bX}2.

Definición 4.2.20. Sea 1 ď p ď q ď 8 y sea 0 ď ρ ă 1. Decimos que una variable
aleatoria real X (con }X}q ď 8q es pp, q, ρq-hipercontractiva si

}a` ρbX}q ď }a` bX}p, para todos a, b P R.
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Observar que por homogeneidad, es suficiente chequear la condición para a “ 1, b P R
ó para a P R, b “ 1. Además es cierto que si X es pp, q, ρq-hipercontractiva entonces es
pp, q, ρ̃q-hipercontractiva para ρ̃ ă ρ.

También se puede demostrar que si X es hipercontractiva, entonces ErXs debe ser 0
(considerar la expansión Taylor para }1`ρεX}r alrededor de ε “ 0, notando que ρ ă 1 por
definición). Por lo tanto, la hipercontractividad, como la razonabilidad, no es una noción
invariante por traslaciones. Sin embargo, el hecho de que la definición implica la traslación
por un arbitrario facilita enormemente las pruebas por inducción. Por ejemplo, una pro-
piedad que obtenemos de la definición (podemos encontrar los pasos de la demostración en
[O’D14, pág 312]) es la siguiente:

Proposición 4.2.21. Sean X e Y variables aleatorias independientes pp, q, ρq-hipercontractivas.
Entonces X`Y también es pp, q, ρq-hipercontractiva.

El caso n “ 1 del p2, 4q- Teorema de hipercontractividad 4.2.18 dice que x un bit ˘1
uniformemente aleatorio es p2, 4, 1{

?
3q-hipercontractivo; el p4{3, 2q-Teorema de hipercon-

tractividad 4.2.19 dice que x es también p4{3, 2, 1{
?

3q-hipercontractivo. En lo siguiente de-
sarrollaremos las generalizaciones de estos hechos a p2, q, ρq - y pp, 2, ρq-hipercontractividad
para otros valores de p y q. Observemos que hasta el momento nos centramos principalmen-
te en los casos de p “ 2 ó q “ 2. El estudio de la hipercontractividad para p, q ‰ 2 y para
variables aleatorias que no sean uniformes ˘1 no se demostrará, está detallado [O’D14,
Caṕıtulo 10].

Ahora consideramos la hipercontractividad de un bit x uniformemente aleatorio ˘1.
Sabemos que x es p2, q, 1{

?
3q-hipercontractivo para q “ 4, ¿qué ocurre con otros valores

de q? Las cosas mejoran cuando q es un entero par porque entonces no es necesario tomar
el valor absoluto al calcular }a` ρbX}q. Por esto intentamos con q “ 6.

Proposición 4.2.22. Para x un bit uniforme ˘1, tenemos }a ` ρbx}6 ď }a ` bx}2 para
todo a, b P R si (y sólo si) ρ ď 1{

?
5. Es decir, x es p2, 6, 1{

?
5q- hipercontractivo.

Demostración. Elevando la desigualdad a la potencia sexta, tenemos que mostrar

Erpa` ρbxq6s ď Erpa` bxq2s3. (4.15)

Este resultado es trivial cuando a “ 0; de lo contrario suponemos que a “ 1 por homoge-
neidad. Expandimos ambas cantidades dentro de las esperanzas y utilizamos el hecho de
que Erxks es 0 cuando k es impar y 1 cuando k es par. Por lo tanto (4.15) es equivalente a

1` 15ρ2b2 ` 15ρ4b4 ` ρ6b6 ď p1` b2q3 “ 1` 3b2 ` 3b4 ` b6. (4.16)

Comparando los dos lados término por término, vemos que el coeficiente de b2 es el factor
limitante: para que (4.16) se mantenga para todo ρ P R es suficiente que 15ρ2 ď 3; es decir,
ρ ď 1{

?
5. Al considerar bÑ 0 también es fácil ver que esta condición es necesaria.

Si se repite este análisis para el caso q “ 8, se encontrará que nuevamente el factor limi-
tante es el coeficiente de b2, y que x es p2, 8, ρq-hipercontractiva si (y sólo si)

`

8
2

˘

ρ2 ď
`

4
1

˘

;

i.e., ρ ď 1{
?

7. En base a esto, es natural proponer lo siguiente:
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Teorema 4.2.23. Sea x un bit uniforme ˘1 y sea q P p2,8s. Entonces

}a` ρbx}q ď }a` bx}2,

para todo a, b P R, asumiendo ρ ď 1{
?
q ´ 1.

Afirmaciones equivalentes son }a ` p1{
?
q ´ 1qbx}2q ď a2 ` b2, x es p2, q, 1{

?
q ´ 1q-

hipercontractiva, y }T1{
?
q´1}q ď }f}2 para toda función f : t˘1u Ñ R.

Para un número entero par q no es dif́ıcil probar el Teorema 4.2.23 tal como lo hicimos
para q “ 6. Desafortunadamente, obtener el teorema para todos los q ą 2 reales requiere de
más trucos. Una idea natural es intentar avanzar como en la Proposición 4.2.22, utilizando
las expansiones en serie para p1 ` ρbxqq y p1 ` b2qq{2 proporcionadas por el teorema del
binomio generalizado. Sin embargo, incluso cuando |b| ă 1 (para que la convergencia no
sea un problema) hay una dificultad porque los coeficientes en la expansión de p1` b2qq{2

son a veces negativo. Afortunadamente, este problema de coeficientes negativos en la ex-
pansión de la serie desaparece si se intenta probar la afirmación análoga para el Teorema
de pp, 2, ρq-hipercontractivo. Por lo tanto, la hábil prueba del Teorema 4.2.23 procede pro-
bando primero dicha afirmación, luego “volteando la norma 2”.

Teorema 4.2.24. Sea x un bit uniforme ˘1 y sea 1 ď p ă 2. Entonces

}a` ρbx}2 ď }a` bx}p,

para todo a, b P R asumiendo que 0 ď ρ ď
?
p´ 1. Es decir, x es pp, 2,

?
p´ 1q-hipercontractiva.

Demostración. Como ya comentamos podemos asumir que a “ 1 y ρ “
?
p´ 1. También

podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 ` bx ě 0 para x P t˘1u (ver [O’D14,
pág 63, 2.34]); i.e., que |b| ď 1. Entonces es suficiente probar el resultado para todo |b| ă 1
porque el caso |b| “ 1 se sigue por continuidad. Escribiendo b “ ε, necesitamos probar

}1`
a

p´ 1 ¨ εx}p2 ď }1` εx}
p
p, (4.17)

ðñ Erp1`
a

p´ 1 ¨ εxq2s
p
2 ď Erp1` εxqps. (4.18)

Aqúı pudimos sacar el valor absoluto en el lado derecho porque |ε| ă 1. El lado izquierdo
de (4.17) es

p1` pp´ 1qε2qp{2 ď 1`
ppp´ 1q

2
ε2, (4.19)

donde usamos la desigualdad p1 ` tqθ ď 1 ` θt para t ě 0 y 0 ď θ ď 1. En cuanto al lado
derecho de (4.17), ya que |εx| ă 1 podemos usar la generalización del teorema binomial
para mostrar que es igual a

E
„

1` pεx`
ppp´ 1q

2!
ε2x2 `

ppp´ 1qpp´ 2q

3!
ε3x3 `

ppp´ 1qpp´ 2qpp´ 3q

4!
ε4x4 ` ¨ ¨ ¨



“ 1` pεErxs `
ppp´ 1q

2!
ε2Erxs2 `

ppp´ 1qpp´ 2q

3!
ε3Erxs3 `

ppp´ 1qpp´ 2qpp´ 3q

4!
ε4Erxs4 ` ¨ ¨ ¨

“ 1`
ppp´ 1q

2!
ε2 `

ppp´ 1qpp´ 2qpp´ 3q

4!
ε4 `

ppp´ 1qpp´ 2qpp´ 3qpp´ 4qpp´ 5q

6!
ε6 ` ¨ ¨ ¨ .
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Por (4.19), para verificar (4.17) es suficiente notar que cada “término cuadrático” de la
expresión anterior,

ppp´ 1qpp´ 2qpp´ 3q ¨ ¨ ¨ pp´ p2k ´ 1qq

p2kq!
ε2k,

es no negativo. Esto se desprende de que 1 ď p ď 2 y el numerador tiene dos factores
positivos y un número par de factores negativos.

Para deducir el Teorema 4.2.23 del Teorema 4.2.24, nuevamente necesitamos voltear la
norma 2 usando el hecho que Tρ es autoadjunto. Esto se logra tomando Ω “ t˘1u, π “ π1{2

q “ 2, T “ T?p´1 y C “ 1 en la siguiente proposición general:

Proposición 4.2.25. Sea T un operador autoadjunto en L2pΩ, πq, sean 1 ď p, q ď 8

y sean p1, q1 los ı́ndices conjugados de Hölder. Asumimos }Tf}q ď C}f}p para todo f .
Entonces }Tg}p1 ď C}g}q1 para toda g.

Demostración. Se sigue por

}Tg}p1 “ sup
}f}p“1

xf, Tgy “ sup
}f}p“1

xTf, gy ď sup
}f}p“1

}Tf}q}g}q1 ď C}g}q1 ,

donde la primera igualdad es el caso extremo de la desigualdad de Hölder, la segunda
igualdad se cumple porque T es autoadjunta, la posterior desigualdad es de Hölder y la
desigualdad final utiliza la hipótesis }Tf}q ď C}f}p.

4.2.4. Hipercontractividad para dos funciones e inducción

Hasta el momento, hemos establecido que si x es un bit uniforme ˘1, entonces es
p2, q, 1{

?
q ´ 1q-hipecontractivo y pp, 2,

?
q ´ 1q-hipecontractivo. Lo siguiente será por me-

dio de una inducción muy simple transformar estos hechos en los p2, qq- y pp, 2q-Teoremas
de hipercontractividad establecidos en el comienzo del esta sección.

Dicho de otro modo, hemos conseguido que si f : t˘1u Ñ R entonces para todo
p ď 2 ď q,

}T?p´1f}2 ď }f}p }T 1?
q´1

f}q ď }f}2

Nos gustaŕıa extender estos hechos al caso general f : t˘1un Ñ R es decir, establecer
los pp, 2q y p2, qq- Teoremas de hipercontractividad. Un enfoque natural es la inducción. En
el análisis de las funciones Booleanas, hay dos métodos clásicos para probar afirmaciones
sobre f : t˘1un Ñ R por inducción en n. Un método, que podŕıa ser llamado “inducción
por derivadas”, utiliza la descomposición fpxq “ xnDnfpxq `Enfpxq. Vimos este enfoque
en la prueba inductiva del Lema de Bonami. El otro método, que podŕıa llamarse “induc-
ción por restricciones”, se consigue por las subfunciones f˘1 obtenidas fijando la n-ésima
coordenada de f en ˘1. En ambos métodos reducimos inductivamente de una función f a
dos funciones: Dnf y Enf , ó f´1 y f`1. Debido a esto, al intentar probar una afirmación
por inducción en n, a menudo es útil intentar un hecho generalizado sobre dos funcio-
nes. Entonces, para facilitar la inducción, busquemos una versión de dos funciones de las
afirmaciones de hipercontractividad que hemos probado hasta ahora. La afirmación más
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natural que hemos visto es la reformulación de la estabilidad al ruido del p4{3, 2q-Teorema
de hipercontractividad, Stab1{3rf s ď }f}

2
4{3 . Al menos en el caso n “ 1, el Teorema 4.2.24

generaliza esto a Stabp´1rf s ď }f}
2
p para 1 ď p ď 2. Es decir,

Stabρrf s “ E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqfpyqs ď }f}21`ρ,

para 0 ď ρ ď 1. Observando esta situación, podŕıamos hacer una generalización (correcta)
para dos funciones f, g : t˘1un Ñ R

E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqgpyqs ď }f}1`ρ}g}1`ρ. (4.20)

Para ver que podemos esperar de esta afirmación, separemos la correlación de (4.20) en
dos partes; es decir, escribir

ρ “
?
rs, 0 ď r, s ď 1,

y usar

E
px,yq

?
rs´correlacionado

rfpxqgpyqs “ ErT?rf ¨ T?sgs.

Entonces Cauchy-Scwarz implica

E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqgpyqs “ ErT?rf ¨ T?sgs ď }T?rf}2}T?sg}2 ď }f}1`r}g}1`s, (4.21)

donde en el último paso se utilizó el pp, 2q´Teorema de hipercontractividad, que hasta ahora
sólo hemos demostrado el caso n “ 1 en 4.2.24. La desigualdad (4.21), es precisamente la
versión deseada de dos funciones de los p2, pq y pp, 2q-Teoremas hipercontractivos.

Teorema 4.2.26. Teorema débil de hipercontractividad para dos funciones.

Sean f, g : t˘1un Ñ R, sea 0 ď r, s ď 1, y asumimos 0 ď ρ ď
?
rs ď 1. Entonces

E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqgpyqs ď }f}1`r}g}1`s.

Llamamos a esto el Teorema de hipercontractividad para dos funciones “débil” por-
que la hipótesis r, s ď 1 no es realmente necesaria; ver [O’D14, Caṕıtulo 10.1]. Como se
mencionó, hasta ahora hemos establecido este teorema en el caso n “ 1. Sin embargo, lo
interesante de la hipercontractividad en este formato es que se extiende al caso general n
por una inducción sencilla. La forma de inducción que usaremos es “inducción por restric-
ciones” (vale aclarar que también es posible, pero un poco más complicado, extender el
p2, qq-Teorema de hipercontractividad de n “ 1 al caso general mediante “inducción por
derivadas”), escribiremos la inducción con notación más general:
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Teorema 4.2.27. (Inducción del Teorema de hipercontractividad para dos funciones) Sea
0 ď ρ ď 1 y asumimos que

E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqgpyqs ď }f}p}g}q,

para todas f, g P L2pΩ, πq. Entonces la desigualdad es cierta para todas f, g P L2pΩn, πbnq.

Demostración. La demostración es por inducción en n, el caso n “ 1 se obtiene por su-
posición. Para n ą 1, sean f, g P L2pΩn, πbnq y sea px,yq denota un par ρ-correlacionado
sobre πbn. Usemos la notación x “ px1, xq donde x1 “ px1, ..., xn´1q y similar notación
para y. Notar que px1,y1q y pxn,ynq son pares ρ-correlacionados (de longuitud n ´ 1 y 1,
respectivamente). Escribimos fxn “ frn´1s|xn para la restricción de f fijando el valor de la
última coordenada para el valor de xn, y śımilarmente para g. Tenemos

E
px,yq

ρ´correlacionado

rfpxqgpyqs “ E
pxn,ynq

E
px1,y1q

rfxnpx
1qgynpy

1qs ď E
pxn,ynq

r}fxn}p}gyn}qs

por inducción. Si escribimos F P L2pΩ, πq para la función xn Ñ }fxn}p y similarmente
escribimos Gpynq “ }gyn}q, entonces podemos continuar lo anterior como

E
pxn,ynq

r}fxn}p}gyn}qs “ E
pxn,ynq

rF pxnqGpynqs ď }F }p,xn}G}q,xn ,

donde usamos el caso base de la inducción. Finalmente,

}F }p,xn “ E
xn
r|F pxnq|

p
s1{p “ E

xn
r}fxn}

p
ps

1{p “

ˆ

E
xn

E
x1
|fxnpx

1q|
p
˙1{p

“ }f}p

por definición, y similarmente para }G}q,xn . Por lo tanto tenemos Erfpxqgpyqs ď }f}p}g}q,
completando la inducción.

De manera más general, si asumimos que la desigualdad es cierta sobre cada pΩi, πiq
con i P rns entonces también la afirmación se mantiene en pΩ1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωn, π1 b ¨ ¨ ¨ b πnq;
el único cambio necesario para la prueba es de notación.

En este punto, hemos establecido completamente el Teorema débil de hipercontracti-
vidad de dos funciones. Al tomar g “ f y r “ s “ ρ en el teorema, obtenemos el pp, 2q´
Teorema de hipercontractividad completa enunciado al comienzo del la sección. Finalmente,
aplicando la Proposición 4.2.25 también obtenemos el p2, qq-Teorema de hipercontractivi-
dad para toda f : t˘1un Ñ R.

4.2.5. Aplicaciones de hipercontractividad

Con el p2, qq- y pp, 2q-Teorema de hipercontractividad en mano, revisemos algunas apli-
caciones que vimos. Comenzamos deduciendo una generalización del Lema de Bonami:
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Teorema 4.2.28. Sea f : t˘1un Ñ R tiene grado a lo sumo k. Entonces

}f}q ď
a

q ´ 1
k
}f}2 para todo q ě 2.

Demostración. Tenemos

}f}2q “ }T1{
?
q´1T

?
q´1f}

2
q ď }T

?
q´1f}

2
2,

usando el p2, qq-Teorema de hipercontractividad. En lo que sigue extendemos la definición
de Tρ para ρ ą 1 via Tρf “

ř

j ρ
jf“j , entonces tenemos

}T?q´1f}
2
2 “

k
ÿ

j“0

pq ´ 1qjWjrf s ď pq ´ 1qk
k
ÿ

j“0

Wjrf s “ pq ´ 1qk}f}22,

donde Wkrf s “
ř

SĂrns,|S|“k f̂pSq
2 para todo k P rns y el resultado se deduce.

Considerando un truco similar al que usamos en la prueba del p4{3, 2q-Teorema de
hipercontractividad, se puede deducir que }f}2 ď p1{

?
p´ 1qk}f}p cuando f tiene grado

k y para cualquier 1 ă p ď 2. Sin embargo, un truco diferente produce un resultado
estrictamente mejor, incluyendo el caso p “ 1:

Teorema 4.2.29. Sea f : t˘1un Ñ R tiene grado a lo sumo k. Entonces }f}2 ď ek}f}1.

Más generalmente, para 1 ď p ď 2 se tiene que }f}2 ď pe
2
p
´1
qk}f}p.

Demostración. Probaremos la afirmación para la norma 1. Para ε ą 0, sea 0 ă θ ă 1 la
solución de 1

2 “
θ
1 `

1´θ
2`ε . Aplicando la versión general de la desigualdad de Hölder y el

Teorema 4.2.28, obtenemos

}f}2 ď }f}
1´θ
2`ε}f}

θ
1 ď

?
1` ε

kp1´θq
}f}1´θ2 }f}θ1.

Dividiendo por }f}1´θ2 (podemos asumir que es no nulo) y luego de elevar el resultado a la
potencia de 1{θ conseguimos

}f}2 ď
´

p1` εq
1´θ
2θ

¯k
}f}1 “

´

p1` εq
1
ε
` 1

2 q

¯k
}f}1.

El resultado sigue tomando ĺımite cuando εÑ 0. El caso general es similar sólo que debemos
tomar a θ como solución de 1´θ

2θ “ p
2
p ´ 1q1

ε ` p
1
p ´

1
2q.
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spectrum of functions on boolean cubes. Mathematische Annalen, 374(1-
2):653–680, 2019.

[DT89] Seán Dineen and Richard Timoney. Absolute bases, tensor products and a
theorem of Bohr. Studia Mathematica, 94(3):227–234, 1989.

[DW08] Ronald De Wolf. A brief introduction to Fourier analysis on the Boolean
cube. Theory of Computing, pages 1–20, 2008.

[FHH`14] Yuval Filmus, Hamed Hatami, Steven Heilman, Elchanan Mossel, Ryan
O’Donnell, Sushant Sachdeva, Andrew Wan, and Karl Wimmer. Real analy-
sis in computer science: A collection of open problems. 2014.

[Fou08] Richard Fournier. Asymptotics of the Bohr radius for polynomials of fixed
degree. Journal of mathematical analysis and applications, 338(2):1100–1107,
2008.

[FR99] Lance Fortnow and John Rogers. Complexity limitations on quantum
computation. Journal of Computer and System Sciences, 59(2):240–252,
1999.
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